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Введение 

Комплексные числа, в отличии от натуральных, целых и раци-

ональных чисел, не являются объектами, используемыми при под-

счетах и измерениях.  

Комплексные числа вошли в математику в XVI веке как квад-

ратные корни из отрицательного числа. В XIX веке была дана гео-

метрическая интерпретация комплексных чисел, а также правила 

действий над ними, в результате чего использование комплексных 

чисел стало общепринятым. 

Одним из способов построения множества комплексных чисел 

является расширение множества действительных чисел путем при-

соединения к нему нового числового объекта – корня уравнения 

012 x . 

В настоящее время комплексные числа и функции комплекс-

ного переменного имеют широкое применение в гидродинамике, 

картографии, электротехнике. 
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ГЛАВА 1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

 

§ 1. Комплексные числа и действия над ними 

 

1.1. Основные определения 

Комплексное число имеет вид iyx  , где x  и y - действитель-

ные числа; i - мнимая единица, определяемая соотношением 

12 i . 

Обычно комплексное число iyx   обозначают одной буквой z . За-

пись вида iyxz   называют алгебраической формой записи ком-

плексного числа. При этом число x  называется действительной ча-

стью числа z   zx Re , y мнимой частью  zy Im . 

Если 0x , то число iyiy 0  - является чисто мнимым; если 

0y , то число xix  0 - действительное число. 

Очевидно, что множество действительных чисел является 

подмножеством множества комплексных чисел. Множество всех 

комплексных чисел обозначается буквой CRC ; , где R  - множе-

ство действительных чисел. 

Пример 1.1. 

32  i  - комплексное число; 

ii 22   - чисто мнимое число; 

3 - действительное число. 

Определение 1.1. Комплексные числа 
111

iyxz   и 
222

iyxz   

называются равными, если соответственно равны их действитель-

ные и мнимые части: 
21

xx  , 
21

yy  .         

(1.1) 
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Определение 1.2. Два комплексных числа iyxz   и iyxz   

называются комплексно сопряженными. 

Комплексное число равно нулю  0z , если соответственно равны 

нулю действительная и мнимая части: 0 yx . 

 

1.2. Действия над комплексными числами 

1) Сумма двух комплексных чисел 
111

iyxz   и 
222

iyxz   есть 

комплексное число    
212121

yyixxzz  .      (1.2) 

2) Разность двух комплексных чисел 
111

iyxz   и 
222

iyxz   есть 

комплексное число    
212121

yyixxzz  .      (1.3) 

3) Произведение двух комплексных чисел 
111

iyxz   и 
222

iyxz   

есть комплексное число    
1221212121

yxyxiyyxxzz  .    (1.4) 

Замечание. Сложение, вычитание и умножение комплексных чисел 

производят по обычным правилам алгебры, заменяя 2i  на -1 всякий 

раз, когда 2i  появляется в процессе вычислений. 

4) Деление двух комплексных чисел вводится как действие, обрат-

ное умножению. Пусть 
111

iyxz  , 
222

iyxz    0
2
z . Тогда 

z
z

z


2

1  есть такое комплексное число, что zzz 
21

, где  

   
2

2

2

2

2121

2

2

2

2

2121

2

1

yx

yxxy
i

yx

yyxx

z

z
z









 .         (1.5) 

Практически, чтобы разделить число 
111

iyxz   на 
222

iyxz  , 

необходимо умножить делимое и делитель на комплексное число, 

сопряженное делителю 
222

iyxz  , т.е. 

  
  

   
2

2

2

2

21212121

2222

2211

22

21

2

1

yx

yxxyiyyxx

iyxiyx

iyxiyx

zz

zz

z

z









 . 
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Пример 1.2. 

Даны комплексные числа iziz 31,83
21

 . 

Найти: 

а) 
21

zz  ;  б) 
12

zz  ;  в) 
21

zz  ;  г) 
11

zz  ;  д) 
1

2

z

z
. 

Решение: 

Используя формулы (1.2)-(1.5)  

а)     iiizz 543183
21

 ; 

б)     iiizz 1128331
12

 ; 

в)      iiiiiiizz  271249833183 22

21
; 

г)    736498383 2

11
 iiizz ; 

д) 
  
  




















73

1727

649

24893

8383

8331

83

31
2

2

1

2
i

i

iii

ii

ii

i

i

z

z
 

i
73

17

73

27
 . 

 

§ 2. Тригонометрическая форма комплексного числа 

 

2.1. Геометрическая интерпретация комплексного числа 

Пусть на плоскости задана декартова прямоугольная система 

координат. Каждой точке M  координатной плоскости Oxy  можно 

поставить в соответствие упорядоченную пару действительных чи-

сел  
11

, yx :  
11

, yxM  . 

С другой стороны, каждое комплексное число 
111

iyxz   

можно отождествить с упорядоченной парой действительных чисел 

 
11

, yx , где 
11

Re zx  , 
11

Im zy  . Т.о., каждое комплексное число 
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111
iyxz   можно отождествить с точкой координатной плоскости 

Oxy . 

Определение 2.1. Плоскость, каждой точке которой соответствует 

комплексное число, называется комплексной плоскостью (рис. 1).  

Действительные числа x  изображают точками оси Ox , поэтому она 

называется действительной осью, а чисто мнимые числа iy  - точка-

ми оси Oy , которую называют мнимой осью. 

 

Рис. 1 

Замечание 1. Каждой точке M  координатной плоскости Oxy  мож-

но поставить в соответствие радиус-вектор OM , начало которого 

находится в точке  0,0O , а конец в точке  
11

, yxM . 

Пример 2.1. 

Построить на комплексной плоскости следующие комплексные 

числа: 

izizizziziz 33,21,21,5,3,2
544321

 . 

Решение: 

Построим комплексную плоскость. Каждому числу на комплексной 

плоскости поставим в соответствие вектор (рис. 2). 

 
11

, yxM  

   

 y  

 0   x  
1

x  

 
1

iy  
1

z  
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Рис. 2 

Геометрически сложение и вычитание комплексных чисел 
1

z  и 

2
z  производится по правилу сложения и вычитания векторов  

(рис. 3). 

 

   Рис. 3 

 

2.2. Запись комплексного числа в тригонометрической форме 

Выберем на комплексной плоскости Oxy  полярную систему 

координат так, чтобы полюс совпадал с началом координат, а по-

лярная ось совпадала с положительным направлением оси Ox . 

214
zzz   

1
z  

2
z  

0 x  

 y  

213
zzz 

2
z

 

 iz 2
1
  

iz 3
2

  

5
3
z  

iz 21
4

  

iz 21
4

  

iz 33
5

  

0 x  

 y  
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  Рис. 4 

Обозначим через r расстояние точки iyxz   от начала координат, 

а через   - угол между положительным направлением действи-

тельной оси Ox  и радиус-вектором OМ , т.е. ),( r  - полярные ко-

ординаты точки ),( yxM  (рис. 4). По формулам 








,sin

,cos





ry

rx
 связы-

вающим прямоугольные и полярные координаты точки M , получа-

ем, что )sin(cos  iriyx  , тогда  

  sincos irz               (2.1) 

называется тригонометрической формой записи комплексного 

числа iyxz  . Число r  называется модулем комплексного числа 

iyx   и обозначается iyxzr  ; число   - называется аргу-

ментом и обозначается: )( iyxArgzArg  . 

Модуль zr   однозначно определяется по формуле 

22 yxzr  .            (2.2) 

Аргумент комплексного числа 0 iyx  величина многозначная: 

kzzArg 2arg  , ,,2,1,0 k  где 
0

arg z  - главное значение 

аргумента, заключенное в промежутке  2,0 , т.е.  20
0
  (ино-

   ,, rMyxM   

  

 y  

0    x  

  r  

  iyxz   
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гда в качестве главного значения аргумента берут величину, при-

надлежащую промежутку   , ). 

Аргумент комплексного числа 000 iz   не определен. 

Аргумент z  можно найти, используя формулу 
x

y
tg  . Так как 

 20  , то 




























.0,0,2

;0,0,

;0,0,

;0,0,

yxесли
x

y
arctg

yxесли
x

y
arctg

yxесли
x

y
arctg

yxесли
x

y
arctg







          (2.3) 

Замечание 2. Если действительная часть x  комплексного числа 

iyxz   положительна, т.е. 0x , а мнимая часть 0y , то 

0arg z ; если 0x , то zarg . 

Если число z  является чисто мнимым и 0y , то  
2

arg


iy ; если 

0y , то  
2

3
arg


iy . 

Пример 2.2. 

Записать комплексные числа в тригонометрической форме: 

а) iz 1 ;   б) iz 2 . 

Решение: 

а) Число iz 1  расположено в IV четверти )01,01(  yx . 

Используя формулы (2.2), (2.3), находим: 
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2)1(1 22  zr ,

4

7

4
212

1

1
2arg


 


 arctgarctgz  (см. приложе-

ние). 

По формуле (2.1) число iz 1  в тригонометрической форме имеет 

вид: )
4

7
sin

4

7
(cos21


ii  . 

б) iz 2  - чисто мнимое число, 0y , следовательно 
2


   (см. за-

мечание 2), 

220 2  zr . Тогда, )
2

sin
2

(cos22


ii  . 

Утверждение. Два комплексных числа, записанные в тригономет-

рической форме, равны друг другу тогда и только тогда, когда мо-

дули у них равны, а аргументы равны или отличаются на число, 

кратное 2 : )sin(cos)sin(cos  iir  , если  

kr  2,  , ;2;1;0 k . 

 

2.3. Действия над комплексными числами в тригонометриче-

ской форме 

Пусть комплексные числа даны в тригонометрической форме:  

),sin(cos
1111

 irz   )sin(cos
2222

 irz  . 

1) Умножение комплексных чисел в тригонометрической форме: 

   
22211121

sincossincos  irirzz  

 
2121212121

sinsincossinsincoscoscos  iirr  

    
212121

sincos   irr , т.е. 

    
21212121

sincos   irrzz  .         (2.4) 
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При умножении двух комплексных чисел, заданных в тригономет-

рической форме, их модули перемножаются, а аргументы склады-

ваются. 

2) Деление комплексных чисел в тригонометрической форме: 

 
 

    
2121

2

1

222

111

2

1 sincos
sincos

sincos










 i

r

r

ir

ir

z

z
.     (2.5) 

Для проверки данного равенства достаточно умножить делитель на 

частное: 

    
2121

2

1

222
sincos)sin(cos  i

r

r
ir  

      
211212212

2

1

2
sincossincos  iri

r

r
r  . 

При делении двух комплексных чисел, заданных в тригонометри-

ческой форме, их модули делятся, а аргументы вычитаются. 

3) Возведение комплексного числа в целую положительную сте-

пень Nn . По определению степени имеем: 













 






 

разразразраз
sincosrrrzzz

nnnn

n iz   , 

т.е.      ninrirz nnn sincossincos  ,  Nnz  ,0      (2.6) 

формула Муавра. 

При возведении комплексного числа в целую положительную сте-

пень модуль возводится в эту степень, а аргумент умножается на 

показатель степени. 

4) Извлечение корня n -ой степени из комплексного числа z . Пусть 

Nn . 
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Определение 2.2. Корнем n-ой степени из комплексного числа 

называется такое комплексное число, n-ая степень которого равня-

ется подкоренному числу, т.е. 

    sincossincos iirn  , если  

    sincossincos irninn    Nn . 

Так как у равных комплексных чисел модули должны быть равны, а 

аргументы могут отличаться на число, кратное 2 , то ,rn   

.2 kn    

Отсюда находим: 

,
2

,
n

k
rn





  где k  - любое целое число; n r  - арифмети-

ческое значение корня. 

Т.о., получаем 

  .
2

sin
2

cossincos 






 





n

k
i

n

k
rirz nnn


      (2.7) 

Придавая k  значения, 1,,2,1,0 n , получим n  различных значе-

ний корня.  

Замечание 3. Комплексные числа, являющиеся корнями степени n 

из комплексного числа z, соответствуют точкам комплексной плос-

кости, расположенным в вершинах правильного n- угольника, впи-

санного в окружность радиуса n r  с центром в точке .0z  

Пример 2.3. 

Вычислить 
 

8

11

2

2222 i
. 

Решение: 
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Так как в алгебраической форме вычисления окажутся достаточно 

трудоемкими, представим числитель и знаменатель дроби в триго-

нометрической форме.  

Пусть 2222
1

iz  , 2
2
z .  

Запишем число 2222
1

iz   в тригонометрической форме: 

    42222
22

11
 zr ,

 
4

3

22

22
2222arg

1


 


 arctgi  (см. приложение), 

т.е. 









4

3
sin

4

3
cos2

1


iz  (см. формулу (2.3)). 

Запишем число 2
2
z  в тригонометрической форме:  

2
22
 zr , 0

2
  (см. замечание 2), т.е.  0sin0cos2

2
iz  . 

Используя формулу Муавра, находим 

 
  

























8

11

8

11

0sin0cos2

4

3
sin

4

3
cos2

2

2222

i

i
i



 

 















08sin08cos2

4

3
11sin

4

3
11cos2

8

11

i

i


 








 














4

32
sin

4

32
cos8

4

33
sin

4

33
cos23 

ii  




























4
24sin

4
24cos8





 i

 iii 
















 128

2

2
sin

2

2
8

4
sin

4
cos8


. 

Пример 2.4. 

Найти все значения 6 64 . 
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Решение: 

Запишем число 64z  в тригонометрической форме: 

  sincos6464 i . 

Применяя формулу (2.7), получаем 

  






 





6

2
sin

6

2
cos64sincos64 66

k
i

k
i


 , 

где k  пробегает значения 0, 1, 2, 3, 4, 5. 

1) 















 





6
sin

6
cos2

6

02
sin

6

02
cos2,0

0


iizk  

,3 i  

2) ,2
2

sin
2

cos2
6

12
sin

6

12
cos2,1

1
iiizk 
















 






 

3) 















 





6

5
sin

6

5
cos2

6

22
sin

6

22
cos2,2

2


iizk  

,3 i  

4) 















 





6

7
sin

6

7
cos2

6

32
sin

6

32
cos2,3

3


iizk  

,3 i  

5) 















 





2

3
sin

2

3
cos2

6

42
sin

6

42
cos2,4

4


iizk  

,2i  

6) 















 





6

11
sin

6

11
cos2

6

52
sin

6

52
cos2,5

5


iizk  

.3 i  

Изобразим полученные комплексные числа (рис. 5). 
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Рис. 5 

 

§ 3. Показательная форма комплексного числа 

 

3.1. Запись комплексного числа в показательной форме 

Используя формулы Эйлера 

  sincos,sincos ieie ii           (3.1) 

комплексное число   sincos irz   можно записать в так назы-

ваемой показательной (или экспоненциальной) форме 

irez  ,              (3.2) 

где r  - модуль комплексного числа,   - аргумент комплексного 

числа. 

Из равенств (3.1) следует  

i

eeee iiii

2
sin,

2
cos




 




 .         (3.3) 

3.2. Действия над комплексными числами в показательной 

форме 

Пусть заданы комплексные числа в показательной форме: 

21

2211
,

 ii
erzerz  . 

iz  3
0

 

 
1

z  

 
2

z  

3
z  

  
4

z  

5
z  

x  

    y  

 0 
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1) Умножение комплексных чисел в показательной форме: 

 2121

212121

 


iii
errererzz .          (3.4) 

При умножении двух комплексных чисел, заданных в показатель-

ной форме, их модули перемножаются, а аргументы складываются. 

2) Деление комплексных чисел в показательной форме: 

 21

2

1

2

1

2

1

2

1 








i

i

i

e
r

r

er

er

z

z
.            (3.5) 

При делении двух комплексных чисел, заданных в показательной 

форме, их модули делятся, а аргументы вычитаются. 

3) Возведение комплексного числа в показательной форме в целую 

положительную степень Nn : 

   innnin errez  .            (3.6) 

При возведении комплексного числа в целую положительную сте-

пень модуль возводится в эту степень, а аргумент умножается на 

показатель степени. 

4) Извлечение корня n -ой степени из комплексного числа z  в пока-

зательной форме: 

 1,,2,1,0
2




nkerrez n

k
i

nn in 


 , где Nn .      (3.7) 

По определению 2.2 (см. § 2) имеем:   in i ere  , если  iinn ree   

 Nn , где .2, knrn    

Следовательно, ,
2

,
n

k
rn





  k - любое целое число; n r  - 

арифметическое значение корня. Тогда получаем: 

.
2

n

k
i

nn in errez






  

Придавая k  значения 1,,2,1,0 n , получим n  различных значе-

ний корня.  
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Пример 3.1. 

Представить комплексные числа iz 31
1

  и iz 5
2

  в показа-

тельной форме. 

Решение: 

Число iz 31
1

  расположено в I четверти )03,01(  yx . 

Используя формулы (2.2), (2.3), находим: 

  231
2

2

11
 zr ,  

31

3
31arg


  arctgi  (см. прило-

жение). По формуле (3.2) получаем: 3231


i

ei  . 

Число iz 5
2

  - чисто мнимое число, 0y , следовательно,  

 
2

3
5arg


  i  (см. замечание 2 §2),   550

22

22
 zr , т.е.  

2

3

55


i

ei  . 

Пример 3.2. 

Даны комплексны числа 4

7

1
2


i

ez  , 2

2
2


i

ez  , 3

4

3
2


i

ez  . Найти: 

а) 
21

zz  ;  б) 
2

1

z

z
;  в)  6

3
z ;  г) 3

3
z . 

 Решение: 

а) По формуле (3.4) получаем: 

4

9

24

7

24

7

21
222222


iiii

eeeezz 










; 

б) Применяя формулу (3.5), находим: 

4

5

24

7

2

4

7

2

1

2

2

2

2

2

2 





ii

i

i

ee

e

e

z

z












. 

в) По формуле (3.6)   



8863

4
6

6

6

3

4
6

3
64222 ii

ii

eeeez 










. 
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г) По формуле (3.7) ,231 3

2
3

4

33

k

i

ei





  где 2,1,0k . 

1) 9

4

33

02
3

4

3

0
22,0






i

eezk 



; 

2) 9

10

33

2
3

4

3

1
22,1






i

eezk 



; 

3) .22,2 9

16

33

4
3

4

3

2






i

eezk 



 

 

§ 4. Построение множеств комплексных чисел 

 

В § 2 было рассмотрено геометрическое изображение ком-

плексных чисел, в дальнейшем нас будет интересовать изображе-

ние не только отдельных комплексных чисел, но и множества ком-

плексных чисел, которые задаются с помощью равенств или нера-

венств или систем неравенств. Рассмотрим изображение наиболее 

часто встречающихся множеств комплексных чисел. 

Пример 4.1. 

Изобразить на комплексной плоскости множества точек z , удовле-

творяющих условиям: 

а) Rzz 
0

; 

б) Rzz 
0

; 

в) Rzz 
0

; 

г) Rzzr 
0

; 

0
z  - фиксированное комплексное число, Rr,  - действительные чис-

ла  0,0  Rr . 

Решение: 
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а) Пусть 
000

, iyxziyxz  . 

Тогда     RyyxxRzz 
2

0

2

00
, или  

    22

0

2

0
Ryyxx  . Это уравнение окружности с центром в 

точке 
000

iyxz   и радиусом R . 

Таким образом, Rzz 
0

 задает множество точек z  ком-

плексной плоскости, удаленных от точки 
0

z  на расстояние R  (рис. 

6). 

 

Рис. 6 

б) Множество точек z , удовлетворяющих условию Rzz 
0

, ле-

жат на окружности с центром в точке 
0

z  и радиусом R  (см. пример 

4.1, а). Тогда неравенство Rzz 
0

 задает множество точек z , 

расстояние от которых до точки 
0

z  меньше R  (рис. 7). 

 

0
z  

R  

0 

y  

x  

x  

y  

0 
0

x  

0
iy  

  R  
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Рис. 7 

в) Неравенство Rzz 
0

 определяет множество точек z , расстоя-

ние от которых до точки 
0

z  больше R  (рис. 8). 

 

Рис. 8 

г) Неравенство Rzzr 
0

 равносильно системе неравенств 











.

,

0

0

Rzz

rzz
Решением первого неравенства системы является мно-

жество точек z , лежащих вне круга с центром в точке 
0

z  и радиу-

сом r  (см. пример 4.1, в). Решение второго неравенства системы 

определяет множество точек z , лежащих внутри круга с центром в 

точке 
0

z  и радиусом R  (см. пример 4.1, б). Тогда множество точек 

плоскости, задаваемое двойным неравенством Rzzr 
0

, есть 

пересечение множеств решений первого и второго неравенств, т. е. 

определяет кольцо, ограниченное окружностями с центром в точке 

0
z  и радиусами r  и R  (рис. 9). 

x  

   
y  

0
z  

R  

0 
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Рис. 9 

Пример 4.2. 

Изобразить множество точек z  комплексной плоскости, удовлетво-

ряющих условиям: 

а) 
21

zzzz  , если 
111

iyxz  , 
222

iyxz  ; 

б) az Re ; 

в) bz Im . 

Решение: 

а) Так как    2

1

2

11
yyxxzz  , 

   2

2

2

22
yyxxzz  , то исходное равенство примет вид  

       2

2

2

2

2

1

2

1
yyxxyyxx  . 

Выполним следующие преобразования: 

1. Возведем обе части равенства в квадрат: 

    22

1

2

1
yyxx      22

2

2

2
yyxx 

       2

2

2

2

2

1

2

1
yyxxyyxx  . 

2. Раскроем скобки в левой и правой частях равенства: 

2

22

22

22

22

11

22

11

2 2222 yyyyyxxxyyyyxxxx  . 

3. Приведем подобные слагаемые: 

    02222 2

2

2

2

2

1

2

12121
 yxyxyyyxxx . 

x  

y  

0 

0
z  

r  
R  
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Введем обозначения: ,22
21

xxA   ,22
21

yyB    

2

2

2

2

2

1

2

1
yxyxC  .  

В результате получим общее уравнение прямой 0 CByAx . 

Таким образом, равенство 
21

zzzz   определяет множе-

ство точек z , лежащих на прямой 0 CByAx  (рис. 10, а). 

б) Так как az Re  и xz Re , то исходное уравнение примет вид 

ax  . Это уравнение определяет прямую, проходящую через точку 

 0,a  и параллельную оси Oy  (рис. 10, б). 

 

     а)           б) 

     Рис. 10 

в) Неравенство bz Im  определяет верхнюю полуплоскость отно-

сительно прямой by  , так как yz Im  (рис. 11). 

 

Рис. 11 

0 CByAx  

x  

y  

0 0 1 

ax   

x  

y  

by   

0 

y

x  
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Пример 4.3. 

Изобразить множество точек z  комплексной плоскости, удовлетво-

ряющих условию: 

а) 1Re1  z ; 

б) 311  zz ; 

в) 
4

arg
4


 z . 

Решение: 

а) 11Re  xxz , т.е. этому условию удовлетворяют точки z , 

лежащие в полосе между прямыми 1x  и 1x , параллельными 

оси Oy  (рис. 12). 

 

Рис. 12 

б) Равенство 311  zz  означает, что сумма расстояний от 

точки z  до точек +1 и -1 равна 3. Геометрическое место таких точек 

есть эллипс с фокусами -1 и 1 и с большой осью, равной 3. Значит, 

данное неравенство задает область, лежащую внутри этого эллипса 

(рис. 13). 

x  

            y  

1
   

 1   
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Рис. 13 

в) Неравенство 
4

arg
4


 z  выражает множество точек, радиус-

векторы которых образуют с положительным направлением оси Ox  

углы, лежащие в границах от 
4


  до 

4


, включая границы; очевид-

но, что все такие точки z  лежат внутри угла, вершина которого 

находится в начале координат, а сторонами являются лучи, обра-

зующие с положительным направлением оси Ox  углы 
4


  и 

4


 

(рис.14). 

 

Рис. 14 

1,5 -1,5 x  

            y  

0 

   x  

y  

4


  

4


 

0 
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§ 5. Многочлены и алгебраические уравнения 

 

Определение 5.1. Многочленом (полиномом или целой рациональ-

ной функцией) n –ой  Nn  степени с коэффициентами 

n
aaa ,,,0

10
  называется функция  

 
nn

nn

n
azazazazP 





1

1

10
... ,         (5.1) 

где z  принадлежит множеству комплексных чисел. 

Определение 5.2. Уравнение вида 

 00...
1

1

10




 aazazaza
nn

nn          (5.2) 

называется алгебраическим уравнением n –ой  Nn  степени. 

Определение 5.3. Корнем многочлена  zP
n

 называется такое значе-

ние переменного 
0

z , при котором многочлен обращается в нуль 

  0
0
zP

n
. 

Теорема 5.1. Целые корни любого многочлена с целыми коэффици-

ентами являются делителями свободного члена.  

Теорема 5.2. Если 
0

z  корень многочлена   0
0
zP

n
, то  zP

n
 делит-

ся без остатка на 
0

zz  , т.е. многочлен представим в виде произве-

дения      zPzzzP
nn 10 

 , где  zP
n 1

 - многочлен степени  1n . 

Теорема 5.3. (основная теорема алгебры - теорема Гаусса) 

Многочлен n –ой степени на множестве комплексных чисел имеет 

n  корней, если каждый корень считать столько раз, какова его 

кратность. 

Если коэффициенты многочлена (5.1) действительные числа и 

000
iyxz   - его комплексный корень, то сопряженное число 
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00
0 iyxz   ткже корень многочлена, причем 

0
z  и 

0
z  имеют одина-

ковую кратность. 

Пусть многочлен  zP
n

 имеет корни  nmzzz
m

,,,
21
  соот-

ветственно кратностей  nkkkkkk
mm
 

2121
,,, , тогда много-

член (5.1) можно разложить на множители, т.е. справедливо равен-

ство: 

        mk

m

kk

n
zzzzzzazP  ...21

210
.        (5.3) 

Если при этом коэффициенты многочлена – действительные числа, 

то, объединяя скобки, соответствующие комплексно сопряженным 

корням, в разложении получим квадратичные множители с дей-

ствительными коэффициентами. 

Пример 5.1. 

Разложить на множители многочлен   963

3
 zzzP . 

Решение: 

Найдем корни уравнения 0963  zz . Рассматривая делители 

свободного члена (теорема 5.1), убеждаемся в том, что только 

3z  является целым корнем уравнения )09363( 3  . Следова-

тельно, многочлен   963

3
 zzzP  должен делиться без остатка 

на многочлен 3z  (теорема 5.2). 

Разделим  
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.0

93

93_

93

63_

3

33

3
96_

2

2

23

2

3
















z

z

zz

zz

zz

zz

z
zz

 

В итоге имеем:     33396 23

3
 zzzzzzP . 

Найдем корни квадратного трехчлена 332  zz , для этого решим 

уравнение 0332  zz . 

Корни квадратного уравнения  002  acbzza  находим по 

формуле 
a

acbb
z

2

42

2,1


 . Тогда, 

0332  zz  имеет корни 
2

33

12

31433 2

2,1







z , 

2

33
,

2

33
21

i
z

i
z





 . 

Окончательно получаем корни многочлена   963

3
 zzzP : 

 ,
2

3

2

3
,

2

3

2

3
,3

321
izizz

     33396 23

3
zzzzzzP  

  












































2

3

2

3

2

3

2

3
3 izizz . 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №1 

 

1-10. Даны числа 
321

,, zzz . Выполнить следующие действия: 

а) 
31

zz  ;   б) 
13

zz  ;  в) 
32

zz ;  г) 
11

zz ;  д) 
1

2

z

z
. 

1. .32,1,41
321

iziziz   

2. .22,32,4
321

iziziz   

3. .5,43,23
321

iziziz   

4. .53,,3
321

iziziz   

5. .51,22,32
321

iziziz   

6. .31,4,43
321

iziziz   

7. .35,41,35
321

iziziz   

8. .31,5,42
321

iziziz   

9. .32,33,51
321

iziziz   

10. .3,1,21
321

iziziz   

 

11-20. Дано число z : 

а) представить число z  в тригонометрической и показательной 

форме; 

б) найти 5z ; 

в) вычислить 4 z . 

11. .31 iz     16. iz 212   

12. .44 iz     17. .22 iz   

13. .3 iz     18. iz 33  

14. .322 iz    19. .122 iz   
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15. .
2

3

2

1
iz    20. .55 iz   

 

21-30. Вычислить: 

21. 
 

.
2

388
84

21

i
  26. 

 
.

2

264264
133

19

i
 

22. 
 

.
2

3128128
88

11

i
 27. 

 
.

2

22562256
135

15

i
 

23. 
 

.
2

22562256
162

18

i
 28. 

 
.

2

33232
84

14

i
 

24. 
 

.
2

21616
60

12

i
  29. 

 
.

2

388
80

20

i
 

25. 
 

.
2

33232
102

21

i
  30. 

 
.

2

264264
147

21

i
 

31-40. Изобразить на рисунке множество точек комплексной обла-

сти, удовлетворяющих условию: 

31. .212  iz   36.   .13Im0  z  

32. .iziz    37. .
2

5
Re2,321  ziz  

33.   .
2

arg
4


 iz  38.    .21Re  iz  

34. .221  z   39. .21  iz  

35. .1Re,11  ziz  40. .32  iz  

 

41-50. Решить уравнения: 

41. а) 054 2 z ;  б) .083 z  

42. а) 022 z ;   б) .0273 z  
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43.а) 016910 2 z ;  б) .0123  zz  

44. а) 0642 2 z ;  б) .0643 z  

45. а) 083 2 z ;  б) .0323  zz  

46. а) 0162 z ;  б) .01253 z  

47. а) 0413 2 z ;  б) .05493  zz  

48. а) 0256 2 z ;  б) .02163 z  

49. а) 072 2 z ;  б) .0933 23  zzz  

50. а) 0107 2 z ;  б) .0123  zzz  
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ГЛАВА 2. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 

§ 6. Основные понятия теории функции комплексного пере-

менного 

 

6.1. Понятие области на комплексной плоскости 

Пусть дано некоторое множество D . 

Определение 6.1. Областью на комплексной плоскости называется 

множество D  точек, обладающих следующими свойствами: 

1) каждая точка области обладает столь малой окрестностью, что 

все точки окрестности принадлежат области D ;  

2) каждые две точки области D  можно соединить непрерывной 

кривой, все точки которой принадлежат области. 

Определение 6.2. Точка A  называется внутренней точкой множе-

ства D , если существует достаточно малая ее окрестность, все точ-

ки которой принадлежат данному множеству. 

Определение 6.3. Точка A  называется внешней точкой множества 

D , если можно указать достаточно малую ее окрестность, все точки 

которой не принадлежат множеству D . 

Определение 6.4. Точка A  называется граничной точкой множества, 

если какую бы малую ее окрестность мы не взяли, в ней будут точ-

ки как принадлежащие, так и не принадлежащие множеству D . 

На рисунке 15 точка A  - граничная, B  - внешняя, С  - внутренняя. 
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Рис. 15 

Определение 6.5. Совокупность всех граничных точек области 

называется границей области. 

Определение 6.6. Множество называется связным, если всякие две 

точки его можно соединить непрерывной кривой, все точки кото-

рой принадлежат множеству. 

Учитывая введенные определения, областью можно назвать 

связное множество, все точки которого внутренние. 

Определение 6.7. Область, граница которой связана, называется од-

носвязной.  

 

    а)          б) 

   Рис. 16 

На рисунке 16, а изображена область, ограниченная двумя изнутри 

касающимися окружностями. Граничные точки этой области обра-

зуют связное множество, так как любые две граничные точки мож-

x  

y  

A  

B  

С  

0 

1
z  

0
z  

x  

 y  

1
z  

2
z  

x  

y  

0 

  2z  
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но соединить непрерывной кривой, все точки которой принадлежат 

множеству граничных точек. Например, точки 
1

z  и 
2

z  можно со-

единить непрерывной кривой 
201

zzz , составленной из дуг 
01

zz  и 

20
zz . Область является односвязной.  

На рисунке 16, б изображена область, ограниченная двумя некаса-

ющимися  окружностями. Граничное множество состоит из точек  

внутренней и внешней окружностей. Множество граничных точек 

несвязно. Например, точку 
1

z  и 
2

z  нельзя соединить непрерывной 

кривой, все точки которой граничные. Область неодносвязна. По 

числу граничных кривых область называют двусвязной. 

 

6.2. Понятие функции комплексного переменного 

Определение 6.8. Если каждому комплексному числу Dz  по не-

которому правилу или закону поставлено в соответствие одно чис-

ло Ew  или совокупность комплексных чисел Ew , то говорят, 

что на области D  задана функция комплексного переменного, отоб-

ражающая множество D  во множество E . 

Обозначают функцию  zfw  . 

Множество D  - область определения функции;  множество E  - об-

ласть значений функции. 

Определение 6.9. Функция называется однозначной, если каждому 

числу Dz  поставлено в соответствие только одно число Ew , в 

противном случае функция называется многозначной. 

Пример 6.1. 

Найти область определения функции; определить вид функции по 

количеству ее значений (однозначная или многозначная). 
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а) 
z

w
1

 ;   б) 1 zzw . 

Решение: 

а) Область определения функции 
z

w
1

  есть множество всех точек 

комплексной плоскости, кроме 0z . Функция однозначна, так как 

каждому комплексному числу Dz  поставлено в соответствие 

единственное число w: 

если iz 1 , то 
 

    2

1

11

11

1

1 i

ii

i

i
w










 ; 

если iz 2 , то i
i

w
2

1

2

1
  и т.д. 

б) Область определения функции 1 zzw  есть множество 

всех точек плоскости. Функция двузначна, так как каждому значе-

нию Dz  соответствует два значения функции: 
1

w  и 
2

w . Напри-

мер, если 0z , то 1w . Найдем значение 1. Запишем число 1 

в тригонометрической форме:  0sin0cos11 i (см. Глава 1, § 2, п. 

2.2). 

Применяя формулу (2.7), получаем  








 



 ,

2

20
sin

2

20
cos11

k
i

k 
 

1)   1,10sin0cos1,0
1

 wik ; 

2)   1,1sincos1,1
2
 wik  . 

Аналогичные рассуждения можно провести и для других значений 

z . 

Пусть в области D  комплексной плоскости определена функ-

ция  zfw  , т.е. каждой точке Dz  поставлено в соответствие 
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число ivuw  . Эту функцию можно представить в виде 

     yxivyxuzf ,,  , где           (6.1) 

   zfyxuu Re,   - действительная часть функции  zf , 

   zfyxvv Im,   - мнимая часть функции  zf . 

Таким образом, задание функции комплексного переменного 

равносильно заданию двух функций двух действительных пере-

менных. 

Пример 6.2. 

Найти действительную и мнимую части функции 
z

w
1

 . 

Решение: 

Функцию 
z

w
1

  можно записать в виде: 

ivu
yx

y
i

yx

x

yx

iyx

iyx
w 















222222

1
. Отсюда следует: 

22 yx

x
u


 , 

22 yx

y
v


 . 

 

§ 7. Предел и непрерывность функции комплексного перемен-

ного 

 

7.1. Предел функции комплексного переменного 

Пусть однозначная функция  zfw   определена в некоторой 

окрестности точки 
0

z , исключая, может быть, саму точку 
0

z . 

Определение 7.1. Число C  называется пределом функции  zfw   в 

точке 
0

z  (или при 
0

zz  ), если для любого сколь угодно малого 

числа 0  найдется такое малое число 0 , что для всех 
0

zz  , 
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удовлетворяющих условию 
0

zz , выполняется неравенство 

  Czf , т.е.   0Czf  при 0
0
 zz  (

0
z  и C  - комплекс-

ные числа). 

Записывают:   Czf
zz


 0

lim . 

Определение 7.2. Число C  называется пределом функции  zfw   

при z , если для любого сколь угодно малого числа 0  

найдется столь большое 0R , что для всех z , удовлетворяющих 

условию Rz  , выполняется неравенство   Czf  ( Cz ,
0

 и R  - 

комплексные числа). 

Записывают:   Czf
z




lim . 

Предел функции не всегда существует. Например, не суще-

ствует 
zz

1
sinlim

0
, даже если z  пробегает лишь действительные зна-

чения, так как функция 
z

w
1

sin , определенная при всех значениях 

z , кроме 0z , не стремится ни к конечному пределу, ни к беско-

нечному при 0z  (значение функции  sin  не определено). 

Теоремы об арифметических свойствах пределов функций 

действительного переменного остаются справедливыми и для 

функции комплексного переменного.  

Теорема 7.1. Пусть функции  zf  и  zg  имеют пределы в точке 

Dz 
0

, тогда: 

1)         zgzfzgzf
zzzzzz 000

limlimlim


 ; 

2)         zgzfzgzf
zzzzzz 000

limlimlim


 ; 
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3) 
 
 

 

 zg

zf

zg

zf

zz

zz

zz

0

0

0 lim

lim
lim






 , если   0lim

0




zg
zz

; 

4)    zfczfc
zzzz 00

limlim


 , где c  - постоянная. 

Теорема 7.2. Если функция комплексного переменного имеет пре-

дел, то имеют предел как ее действительная, так и мнимая часть, 

причем действительная часть функции стремится к действительной 

части предела, а мнимая часть функции - к мнимой части предела.  

Т.е., если      yxivyxuzf ,,   имеет   Czf
zz


 0

lim , где 
00

ivuC  , 

то  
0

,lim
0

0

uyxu
yy
xx





,  
0

,lim
0

0

vyxv
yy
xx





. 

Справедлива и обратная теорема. 

 

7.2. Непрерывность функции комплексного переменного 

Определение 7.3. Функция  zfw   называется непрерывной в точ-

ке 
0

z , если    
0

0

lim zfzf
zz




. 

Определение 7.4. Функция, непрерывная в каждой точке некоторой 

области D , называется непрерывной в этой области. 

Из теоремы 7.2 следует, что если в точке 
000

iyxz   функция 

     yxivyxuzf ,,   непрерывна, то в ней непрерывна как дей-

ствительная, так и мнимая часть функции, т.е.  yxu ,  и  yxv ,  не-

прерывны в точке  
00

, yx . 

Теорема 7.3. Если функции  zf  и  zg  непрерывны в точке 
0

z , то 

в этой точке непрерывны сумма    zgzf  , произведение 

   zgzf   и частное 
 
 zg

zf
; последнее – при условии, что   0

0
zg . 
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Определение 7.5. Точкой разрыва функции называется такая точка, в 

которой нарушается непрерывность функции. 

Пример 7.1. 

Найти точки разрыва функции  
1

1




z
zw . 

Решение: 

Данная функция  
1

1




z
zw  терпит разрыв в точке 1z , так как 

при данном значении z  знаменатель дроби обращается в нуль, т.е. 

01z . 

 

§ 8. Основные элементарные функции комплексного  

переменного 

 

8.1. Показательная функция 

Показательная функция комплексного переменного zew   

определяется формулой  yiyeew xz sincos  .      (8.1) 

Свойства показательной функции: 

1) 2121 zzzz
eee 


, где 

1
z  и 

2
z - произвольные комплексные числа;  

2) 
2

1

21

z

z

zz

e

e
e 


; 

3)    Nnee znnz  ; 

4) ziz ee  2 , т.е. ze  является периодической функцией с пери-

одом i2 . 

Функция 0ze , так как   xxz eyiyee  sincos , а 0xe . 

Если в равенстве (8.1)  yx ,0 , то получим формулу Эйлера: 

 sincos ie i   (см. Глава 1, § 3, п. 3.1). 
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Пример 8.1. 

Найти значение функции zew   в точке iz  . 

Решение: 

01sincos   ie i .  

Таким образом, функция ze  не всегда больше нуля, в отличии от 

функции xe   xex  0 . 

 

8.2. Логарифмическая функция 

Логарифмическая функция комплексного переменного опре-

деляется как функция, обратная показательной. 

Определение 8.1. Логарифмом (натуральным) числа 0z  называ-

ется такое число w , что zew  . 

Обозначение: zLnw  . 

Логарифмическая функция zLnw   определена на всей ком-

плексной плоскости, за исключением точки 0z . Т.о., логарифмы 

можно находить для произвольных комплексных чисел (т.е. имеет 

смысл выражение  10Ln ). 

Пусть ierz  , ,ivuw   тогда равенство zew   примет вид 

iivu ere  , или     sincossincos irviveu  .      (8.2) 

Из равенства (8.2) следует, что kvreu  2,  , т.е.  

 ,2,1,02,ln  kkvru  .         (8.3) 

Следовательно, функцию zLnw   можно записать так: 

 kirivu  2ln   или  kirzLn  2ln        (8.4) 

 ,2,1,0 k , где zzr arg,   , 

или zArgizzLn  ln . 
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Пример 8.2. 

Вычислить: а)  iLn 1 ; б)  5Ln . 

Решение:  

а)     
 

























4
1arg

,21

21arg1ln1 



i

ir

kiiiiLn  

,2,1,0,2
4

2ln
2

1
2

4
2ln 

















 kkiki 





. 

Например, при 0k  получаем:   
4

2ln
2

1
1


iiLn  

i7854,03465,0  ; 

при 1k  получаем:   
4

9
2ln

2

1
1


iiLn i0686,73465,0  . 

б)     
 


















5arg

,55
25arg5ln5

r
kiLn  

  ,2,1,0,25ln  kki  . 

Например, при 0k  получаем:   iiLn 1416,36094,15ln5   ; 

при 1k  получаем:   iiLn 4248,96094,135ln5   . 

Из формулы (8.4) следует, что логарифмическая функция мно-

гозначная, т.е. функция от комплексного числа имеет бесконечное 

множество значений. 

Замечание. В области D  можно выделить однозначную ветвь 

функции, если в каждой точке области выбрать одно из значений 

многозначной функции таким образом, что полученная однознач-

ная функция непрерывна. 

Т.е., при определенном значении k  можно выделить одно-

значную ветвь многозначной функции. 
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Положим 0k  в формуле (8.4). 

Определение 8.2. Однозначную функцию zizz arglnln  , где 

2arg0  z  называют главным значением функции zLn . 

Если z  - действительное положительное число, то 0arg z  и 

zz lnln  , т.е. главное значение логарифма действительного поло-

жительного числа совпадает с натуральным логарифмом этого чис-

ла. 

Свойства логарифмической функции: 

1)  
2121

zLnzLnzzLn  ; 

2) 
21

2

1 zLnzLn
z

z
Ln 








; 

3) zLnnzLn n  , где Nn ; 

4) zLn
n

zLn n
1

 , где Nn . 

 

8.3. Степенная функция 

Степенная функция определяется равенством 

  ninrzw nn sincos  .          (8.5) 

Функция nzw   - однозначная, если Nn . 

Если  Nq
q

n 
1

, то 








 





q

kz
i

q

kz
zzzw qqq  2arg

sin
2arg

cos
1

,      (8.6) 

где 1,,2,1,0  qk  . 

Функция qzw
1

  - многозначная. Однозначную ветвь этой функции 

можно получить, придав k  определенное значение. 
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Если  Nqp
q

p
n  , , то  

   
.

2arg
sin

2arg
cos

1








 














q

kzp
i

q

kzp
zzw q

p

p

q 
     (8.7) 

Функция q

p

zw   - многозначная. 

Под степенью с произвольным показателем понимают выра-

жение ba , где  ibia  ,  - произвольные комплексные 

числа. 

Степенная функция определяется равенством azw  , где 

 ia   - произвольное комплексное число. 

Если azw  , то zaLnewzaLnwLn  .         (8.8) 

Функция azw   - многозначная, определена для всех 0z . 

Пример 8.3. 

Вычислить  i

i1 . 

Решение: 

      




































kii

iLnii

ekiiLnei





 2

4
2ln

1 2
4

2ln11  

  ,2,1,0,2lnsin2lncos
2

4
2

42ln

2





















kieee
kki

i







. 

Например, при 0k  получаем:  

     


iiei
i

3396,09406,04559,02lnsin2lncos1 4



 

i1548,04287,0  . 

 

8.4. Тригонометрические функции 

Тригонометрические функции комплексного переменного 

iyxz   определяются равенствами 
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.
sin

cos
,

cos

sin

,
2

cos,
2

sin

z

z
zctg

z

z
ztg

ee
z

i

ee
z

iziziziz











         (8.9) 

Если 0y , то в результате имеем тригонометрические функ-

ции действительного переменного x : xctgxtgxx ,,cos,sin . Все 

формулы тригонометрии остаются справедливыми и для тригоно-

метрических функций комплексного переменного. 

Тригонометрические функции zz cos,sin  - периодические  с 

действительным периодом 2 . 

0sin z  при  ,2,1,0  kkz  ; 0cos z  при 


kz 
2

 

 ,2,1,0 k , т.е. тригонометрические функции zsin  и zcos  

имеют только действительные нули. 

 

8.5. Гиперболические функции 

Гиперболические функции определяются равенствами 

zsh

zch
zcth

zch

zsh
zth

ee
zch

ee
zsh

zzzz










,,
2

,
2

    (8.10) 

(читается: zsh  - гиперболический синус z , zch  - гиперболический 

косинус z , zth  - гиперболический тангенс z , zcth  - гиперболиче-

ский котангенс z ). 

Для действительных значений z  составлены таблицы значе-

ний этих функций. 

Связь между тригонометрическими и гиперболическими 

функциями: 
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.
sin

cos

,
cos

sin

,
22

cos

,
222

sin

zcthi
i

i

zshi

zch

iz

iz
izctg

zthi
zch

zshi

iz

iz
iztg

zch
eeee

iz

zshi
ee

i
i

i

i

ee

i

ee
iz

zziziizi

zzzziziizi




























    (8.11) 

Гиперболические функции zchzsh ,  периодические с периодом 

i2 ; функции zcthzth ,  имеют период i . 

Пример 8.4. 

Найти действительную и мнимую часть функции   .cos zzf   

Решение: 

По формуле (8.9) находим 

         


 



xixeeeee
ee

z yyixyixiyxiiyxi

iziz

sincos
2

1

2

1

2

1

2
cos

       







2
cossincos

2

1
sincos

yy

yyyyy ee
xxeeixeexixe

.sincos
2

sin yshxiychx
ee

xi
yy







 

Т.о.,   .sin,;cos yshxyxvychxu   

Пример 8.5. 

Вычислить: а) icos ;  б)  i21sin  . 

Решение:  

а) 5431,11
222

cos
1122













ch
eeeeee

i
iiiiii

; 

б)  
   













i

eeee

i

ee

i

ee
i

iiiiiiii

222
21sin

22222121

 

       





 

i

eeiee

i

ieie

2

1sin1cos

2

1sin1cos1sin1cos 222222
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1cos21sin21cos
2

1sin
2

2222

ishch
ee

i
ee

 

ii 9596,11650,35403,06269,38415,07622,3  . 

 

8.6. Обратные тригонометрические функции 

Обратные тригонометрические функции комплексного пере-

менного определяются так же, как в курсе тригонометрии. 

Определение 8.3. Арксинусом комплексного числа z  называют та-

кое комплексное число w , что zw sin .  

Обозначение: zArcsin . 

Из определения wzArc sin  следует, что 
i

ee
wz

iwiw

2
sin


 .  

Преобразуем данное выражение: 
iw

iw

e
eiz

1
2  , или  

0122  iwiw izee . Пусть teiw  , тогда данное выражение примет 

вид: 0122  iztt . Отсюда 21 zizt   или  21 zzieiw  

 21
1

zziLn
i

w  .  

Окончательно получаем  21sin zziLnizArcw  .  (8.12) 

Функция zArcw sin  многозначна. 

Функции zArcctgwzArctgwzArcw  ,,cos  определяются 

аналогично. 

 ,1cos 2  zziLnizArc         (8.13) 

 ,
2

iz
zi

zi
Ln

i
zArctg 




         (8.14) 

 .
2

iz
iz

iz
Ln

i
zArcctg 




         (8.15) 

Данные функции также многозначны. 
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Пример 8.6. 

Найти iArcsin . 

Решение: 

   .211sin 2  LniiiiLniiArc   

Поскольку, 021  , то 1221  ,   021arg  .  

        ,212ln2012lnsin  kiikiiiArc   

 12ln2  ik , где ,2,1,0 k . 

021  , то 2121  ,    21arg . 

      ,12ln2212lnsin  ikkiiiArc   

где ,2,1,0 k . 

 

§ 9. Дифференцирование функции комплексного переменного. 

 

9.1. Определение производной 

Пусть однозначная функция  zfw   определена в некоторой 

окрестности точки z , включая саму точку. Если комплексному 

числу iyxz   дадим приращение z , то переменные x  и y  по-

лучат приращения x  и y , причем x  перейдет в xx  , y  пе-

рейдет в yy  , а z  перейдет в zz  , тогда функция получит 

приращение    zfzzfw  . 

Определение 9.1. Производной функции  zfw   называется предел 

отношения приращения функции к приращению независимого пе-

ременного, при условии, что приращение независимого переменно-

го стремится к нулю, т.е.  
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z

zfzzf

z

w
zf

zz 









 00
limlim .        (9.1) 

В равенстве (9.1) z  может произвольным образом стремить-

ся к нулю, т.е. точка zz   может приближаться к точке z  по лю-

бому из бесконечного множества различных направлений (рис. 17) 

(для функции одного действительного переменного точка xx   

приближается к точке x  лишь по двум направлениям: слева и спра-

ва). Такое стремление точки zz   к точке z  приводит к тому, что 

даже очень простые функции комплексного переменного могут не 

иметь производной. 

 

Рис. 17 

Теорема 9.1. Если функция      yxivyxuzf ,,   определена в не-

которой окрестности точки iyxz  , причем в этой точке функции 

действительных переменных  yxuu ,  и  yxvv ,  дифференци-

руемы, то для того чтобы функция  zfw   имела производную в 

точке z , необходимо и достаточно, чтобы в этой точке выполня-

лись условия: 
x

v

y

u

y

v

x

u


















, .         (9.2) 

Условия (9.2) называются условиями Коши-Римана (или условиями 

Эйлера-Даламбера). При этом производную  zf   можно находить 

по одной из формул: 

z  

zz   
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    .,

,,

y

u
i

y

v
zf

y

u
i

x

u
zf

x

v
i

y

v
zf

x

v
i

x

u
zf









































       (9.3) 

Определение 9.2. Функция, имеющая производную в точке z , 

называется дифференцируемой в этой точке.  

Пример 9.1.  

Дифференцируемы ли функции: а)    3223 33 yyxixyxzf  ; 

б)   ixyzf  . 

Решение: 

а) Находим   23 3, xyxyxu  ,   323, yyxyxv  ;  

  2223 333 yxxyx
x

u
x 






,   ;333 2232 yxyyx

y

v
y 






 

  ,63 23 xyxyx
y

u
y 






  .63 32 xyyyx

x

v
x 






 

Условия (9.2) выполняются, следовательно, функция дифференци-

руема. Согласно формулам (9.3),   .633 22 xyiyxzf   

б) Имеем     xyxvyyxu  ,,, ; 

        1,1;0,0 






























xyyx x

x

v
y

y

u
x

y

v
y

x

u
. 

Одно из условий Коши-Римана: 
x

v

y

u









 не выполняется, следо-

вательно, функция не является дифференцируемой. 

 

9.2. Правила дифференцирования функции комплексного пере-

менного. Дифференцирование элементарных функций 
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Правила дифференцирования и таблица производных функций 

действительного переменного справедливы и для функций ком-

плексного переменного. 

Теорема 9.2. Если функции  zf  и  zg  дифференцируемы в неко-

торой точке z  комплексной плоскости, то верно следующее: 

1)         zgzfzgzf 


 ; 

2)             zgzfzgzfzgzf 


 ; 

3) 
 
 

       
 

  0
2
















zg

zg

zgzfzgzf

zg

zf
. 

Теорема 9.3. Если функция  zw   дифференцируема в некоторой 

точке 
0

z , а функция  wf  дифференцируема в точке  
00

zw  , 

то сложная функция комплексного переменного   zf    диф-

ференцируема в точке 
0

z  и ее производная находится по формуле 

       zwfzf
zw

 


. 

Теорема 9.4. Если в некоторой точке z  функция  zfw   диффе-

ренцируема и существует функция  wf 1 , дифференцируемая в 

точке  zfw  , причем    01 
 wf , то  

  


 wf
zf

1

1
, где  wf 1  

- функция, обратная функции  zf . 

Теорема 9.5. (о дифференцируемости основных элементарных 

функций). 

Функции nz zwzchwzshwzwzwew  ,,,cos,sin,  

 Nn  дифференцируемы в любой точке комплексной плоскости; 

функции ztgw   и zthw   дифференцируемы в любой точке ком-
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плексной плоскости, кроме точек kz 



2
 и ikz 








 



2
 со-

ответственно, где ,2,1,0 k ; для функций azwzLnw  ,  в 

окрестности каждой точки 0z  можно выделить однозначную 

ветвь, которая является функцией, дифференцируемой в точке z . 

 

§ 10. Аналитическая функция 

 

10.1. Понятие аналитической функции 

Определение 10.1. Однозначная функция  zfw   называется ана-

литической в точке Dz , если она дифференцируема в этой точке 

и некоторой ее окрестности.  

Определение 10.2. Однозначная функция  zfw   называется ана-

литической в области D , если она дифференцируема в каждой 

точке Dz . 

Пример 10.1. 

Выяснить, является ли аналитической функция zzw 23  . 

Решение: 

Найдем действительную uw Re  и мнимую vw Im  части функ-

ции:

         iyxiyiyxiyxxiyxiyxzzw 223322
322333  

 yyyxixxyxiyxiyxyiyxx 23232233 32233223  . 

Таким образом, xxyxu 23 23  , yyyxv 23 32  . Проверяем 

условия Коши-Римана: 

.6,6

,233,233 2222

xy
x

v
xy

y

u

yx
y

v
yx

x

u
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Условия (9.2) выполняются во всех точках комплексной плоскости. 

Функция zzw 23   дифференцируема, следовательно, является 

аналитической во всех точках этой плоскости. 

Пример 10.2. 

Выяснить, является ли аналитической функция zzw Re . 

Решение: 

Если zzw Re , то   ixyxxiyxw  2 .  

Таким образом, xywvxwu  Im,Re 2 . 

Проверяем условия (9.2): 

.,0

,,2

y
x

v

y

u

x
y

v
x

x

u





















 

Условия Коши-Римана выполняются только при 0,0  yx . Сле-

довательно, функция zzw Re  дифференцируема только в точке 

0z  и нигде не является аналитической. 

Определение 10.3. Точки комплексной плоскости, в которых одно-

значная функция  zfw   является аналитической, называются 

правильными точками.  

Определение 10.4. Точки комплексной плоскости, в которых функ-

ция  zfw   не является аналитической, называются особыми точ-

ками. 

Замечание. Если функции  zf  и  zg  аналитические в области D , 

то аналитическими являются их сумма    zgzf  , произведение 

   zgzf   и частное 
 
 zg

zf
; последнее всюду в области D , где 

  0zg . 



 56 

10.2. Гармоническая функция 

Во многих приложениях теории функции комплексного пере-

менного стоит задача нахождения аналитической функции  zfw   

по заданной действительной части  yxuu ,  или мнимой части 

 yxvv , . Такая задача имеет решение только тогда, когда функ-

ция  yxuu ,  или  yxvv ,  гармонические. 

Определение 10.5. Однозначная действительная функция двух дей-

ствительных переменных  yx,  называется гармонической в обла-

сти D , если она в ней непрерывна, имеет непрерывные частные 

производные первого и второго порядка и удовлетворяет уравне-

нию Лапласа: 

0
2

2

2

2











yx


.           (10.1) 

Пример 10.3. 

Являются ли гармоническими функции: а) 22 yx  ; б) 
x

y
 . 

Решение: 

а) Функция 22 yx   является непрерывной вместе со своими 

частными производными до второго порядка включительно для 

любых значений Ryx , . Найдем частные производные первого и 

второго порядка: 

,2,2,2,2
2

2

2

2





















yx
y

y
x

x


 022

2

2

2

2












yx


. 

Функция 22 yx   удовлетворяет уравнению Лапласа, следова-

тельно, является гармонической. 
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б) Функция 
x

y
  терпит разрыв в точке 0x . Проверим, удовле-

творяет ли функция уравнению Лапласа, за исключением точки 

0x . Найдем частные производные: 

,0,
2

,
1

,
2

2

32

2

2





















yx

y

xxyx

y

x


0

2
32

2

2

2












x

y

yx


. 

Функция не удовлетворяет уравнению Лапласа, следовательно, не 

является гармонической. 

Теорема 10.1. Если функция   ivuzf   аналитическая в области 

D , то ее действительная  yxuu ,  и мнимая части  yxvv ,  яв-

ляются гармоническими в области D . 

Обратное утверждение неверно, так как для аналитичности функ-

ции  zfw   необходимо, чтобы функции  yxuu , ,  yxvv ,  

удовлетворяли условиям Коши-Римана. 

 

10.3. Нахождение аналитической функции по заданной ее дей-

ствительной или мнимой части 

Теорема 10.2. По любой заданной гармонической функции 

 yxuu ,  можно построить аналитическую функцию   ivuzf  , 

действительная часть которой u  совпадает с заданной функцией 

 yxuu , . 

Пример 10.4. 

Найти аналитическую функцию, у которой действительная часть 

равна xyxu  22 . 

Решение: 

Функция xyxu  22  является гармонической, так как удовле-

творяет уравнению Лапласа. Действительно, 
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,2,2,2,12

2

2

2

2

y

u

x

u
y

y

u
x

x

u

022
2

2

2

2












y

u

x

u
. 

Функция   ivuzf   является аналитической, если для функций u  

и v  выполняются условия Коши-Римана:  

x

v

y

u

y

v

x

u


















, . Так как y

y

u
x

x

u
2,12 









, то получим: 

  yy
x

v
x

y

v
22,12 









. 

Из первого уравнения находим: 

     xCyxydyxdy
y

v
yxv 




  212,  (так как интегрирование 

проводим по переменной y , то постоянная интегрирования C  мо-

жет быть произвольной функцией от x ). Чтобы найти постоянную 

интегрирования  xC  продифференцируем  yxv ,  по x : 

    xCyxCyxy
x

v
x 






22  и сравним  производную со вто-

рым условием Коши-Римана: y
x

v
2




. В результате имеем,  

    022  xCyxCy  или     CdxxC 0 . 

Итак,   Cyxyyxv  2, .  

Окончательно получаем    Cyxyixyxzf  222 . 

Задача построения аналитической функции по ее мнимой ча-

сти решается аналогично предыдущей. 

Теорема 10.3. По любой заданной гармонической функции 

 yxvv ,  можно построить аналитическую функцию   ivuzf  , 

мнимая часть которой v  совпадает с заданной функцией  yxvv , . 
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Пример 10.5. 

Найти аналитическую функцию, у которой мнимая часть равна 

xxyv 32  . 

Решение: 

,0,0,2,32
2

2

2

2





















y

v

x

v
x

y

v
y

x

v
 0

2

2

2

2












y

v

x

v
. 

Функция является гармонической, так как удовлетворяет уравне-

нию Лапласа. 

Функция   ivuzf   является аналитической, если для функций u  

и v  выполняются условия Коши-Римана: 
x

v

y

u

y

v

x

u


















, . Из 

первого условия x
y

v

x

u
2









 имеем:  

   yCxxdxdx
x

u
yxu 




  

22, , где  yC  - некоторая произ-

вольная функция, зависящая от y . Чтобы найти ее, используем вто-

рое условие Коши-Римана:  32 








y

x

v

y

u
. Так как 

   yCxyxu  2, , а  yC
y

u





, то   32  yyC . Из последнего 

равенства находим     CyydyyyC   332 2 .  

Т.о, имеем   Cyyxyxu  3, 22 , окончательно получаем  

   xxyiCyyxivuzf 32322  . 

Замечание. Функцию  zf  восстанавливаем с точностью до посто-

янной C . 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ №2 

 

1-10. Для данной функции      yxivyxuzf ,,  , где iyxz  , 

найти действительную часть  yxuu ,  и мнимую часть  yxvv , . 

1.   .3zzf      6.   .zezf      

2.   .
1

2z
zf      7.   .

1

1






z

z
zf  

3.   .
1

z
zzf      8.   .2 zzzf   

4.   .22 izzzf     9.    2

izzf   

5.   .sin zzf      10.   .
1

iz

i
zf




  

 

11-20. Вычислить значение функции  zfw   в точке 
0

z . 

11. а) ;25,cos
0

izzw    б) .,
0

izew z   

12. ;23,sin
0

izzw     б) .31,
0

31 izzw i    

13. ;32,
0

izew z    б) .
2

1
,sin

0
 zzArcw  

14. ;1,
0

izzLnw     б) .1,
0

 izew z  

15. ;1,
0

izew z     б) .2,cos
0
 zzArcw  

16. ;31,
1

06
iz

z
w    б) .4,

0
 zzLnw  

17. ;43,
0

izzshw    б) .22,
0

2

3

izzw   

18. ;1,2cos
0

izzw     б) .1,
1

03
iz

z
w   

19. ;25,
0

izzchw    б)   .,1
0

izzLnw   
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20. ;3,cos
0
 zzArcw    б) .44,

0
izew z   

 

21-30. Проверить, дифференцируема ли функция  zf , если да, то 

найти производную функции. 

21.   .3zezf      26.   .2 2zzzf   

22.   .
1

z
zf      27.   .2

z

ezf   

23.   .5 2zzzf     28.   .32 zzzf   

24.   .132  zizzf   29.   .sin zzf   

25.   .22 iizzf     30.   .3 2zizf   

 

31-40. Найти аналитическую функцию      yxivyxuzf ,,   по за-

данной действительной  yxu ,  или мнимой  yxv ,  части. 

31.     .332, 22 yxyxyxu   

32.   .7332, 22  yxxyyxv  

33.   ., 22 xyyxyxu   

34.    .38, 2223 xyyxxyxyxv   

35.     .332, 22 xyxyyxv   

36.   .5332, 22 yxyxyyxu   

37.   .3, 23 xxyxyxv   

38.   .73, 32 yxxyyxu   

39.   .3, 32 yyyxyxu   

40.   .32, 23 xyxxyyxv   
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Таблица основных значений тригонометрических функций 

x  0  
6


 

4


 

3


 

2



 
3

2
 

4

3
 

6

5
 



 6

7
 

4

5
 

3

4
 

2

3

 
3

5
 

4

7
 

6

11
 

2

 

xsin  0  
2

1
 

2

2
 

2

3

 

1 
2

3
 

2

2
 

2

1
 

0

 2

1
  

2

2


 
2

3


 

1  
2

3


 
2

2


 

2

1
  0  

xcos  1 
2

3

 
2

2
 

2

1
 

0

 2

1
  

2

2


 
2

3


 

1

 2

3


 
2

2


 

2

1
  0  

2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

tgx  0  
3

3

 

1 3

 
- 3

 
1  

3

3


 

0

 3

3
 1 3  - 3

 
1  

3

3


 

0  

ctgx

 
- 3

 
1 

3

3

 

0

 3

3


 

1  3

 
- 3  1 

3

3
 0  

3

3


 

1  3

 
- 

 

Таблица основных значений обратных тригонометрических функ-

ций 

x  1  
2

3
  

2

2
  

2

1
  0  

2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

xarcsin  
2


  

3


  

4


  

6


  0  

6


 

4


 

3


 

2


 

xarccos    
6

5
 

4

3
 

3

2
 

2


 

3


 

4


 

6


 0  

 

x  3  1  
3

3
  0  

3

3
 1 3      

arctgx  
3


  

4


  

6


  0  

6
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3


 

2



 2




 

arcctgx  
6
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4

3
 

3

2
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3


 

4


 

6


 0
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