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ВВЕДЕНИЕ 

Математическая физика занимает особое положение и в математике, и 

в физике, находясь на стыке этих наук, и представляет собой теорию матема-

тических моделей физических явлений. В той части, которая касается по-

строения математической модели, математическая физика тесно связана с 

физикой. В то же время, математическая физика – раздел математики, так как 

модели исследуются математическими методами. Математические методы 

изучения моделей физики не только позволяют получить количественные ха-

рактеристики физических явлений и рассчитать с заданной точностью ход 

реальных процессов, но и дают возможность проникнуть в суть физических 

явлений, выявить скрытые закономерности, предсказать новые эффекты. 

Методы математической физики широко применяются в электродина-

мике, акустике, теории упругости, гидродинамике и аэродинамике  и ряде 

других направлений исследования физических явлений в сплошных средах. 

При этом особое место в физических задачах занимают  дифференциальные 

уравнения с частными производными первого и второго порядков. Именно 

эти уравнения и методы их решения рассматриваются в учебном пособии. 

В данном учебном пособии изложены основные понятия математиче-

ской физики. Предполагается, что читатель знает материал курса «Высшая 

математика». 

Учебное пособие состоит из трёх глав. В первой главе рассматриваются 

основные понятия теории дифференциальных уравнений с частными произ-

водными и решение линейных и квазилинейных дифференциальных уравне-

ний первого порядка. 

Во второй главе даётся классификация линейных дифференциальных 

уравнений второго порядка с частными производными. Рассматривается ме-

тод  характеристик  для приведения линейных дифференциальных уравнений 

к каноническому виду и их решение.  

В третьей главе приводятся основные уравнения математической физи-

ки и виды граничных условий. Представлены аналитические методы решения 



различных краевых задач математической физики: метод Фурье (метод раз-

деления переменных или метод собственных функций) и метод Даламбера. 

Теоретический материал проиллюстрирован  достаточным количеством 

примеров с решениями.  В конце каждой главы приведены задания для само-

стоятельной работы студентов. При составлении пособия использовались 

различные источники, список которых приведён. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Глава 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА.  

§ 1. Основные понятия. 

Определение 1. Дифференциальным уравнением с частными производными  

называется соотношение, которое связывает неизвестную функцию u , зави-

сящую от нескольких переменных, независимые переменные 1 2, ,..., nx x x  и ча-

стные производные искомой функции, т.е. уравнение вида: 

              

2 2

1 2 2
1 2 1 1 2 1

, , ,..., , , ,..., , , ,..., ,... 0
k

n k
n

u u u u u u
F u x x x

x x x x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
  (1). 

Определение 2. Порядок старшей производной, входящей в дифференциаль-

ное уравнение с частными производными,  называется порядком этого диф-

ференциального уравнения.   

Определение 3. Дифференциальное уравнение с частными производными на-

зывается линейным, если сама функция и ее частные производные входят в 

уравнение линейно.  

Например, линейное уравнение первого порядка с двумя переменными имеет 

вид: 

                                     ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x ya x y u b x y u c x y u f x y⋅ + ⋅ + ⋅ = ,  

где функции ( , ), ( , ), ( , )a x y b x y c x y  - коэффициенты (заданные функции), 

( , )f x y - правая часть (заданная функция) линейного дифференциального 

уравнения. 

Определение 4. Решением (классическим решением) дифференциального 

уравнения с частными производными порядка k  называется функция 

1 2( , ,..., )nu u x x x= , определенная и непрерывная вместе с частными  производ-

ными до порядка k  в некоторой области nD R⊂ , такая, что при подстановке 

её и её частных производных  в уравнение обращает его в тождество для ка-

ждого nx R∈ . 

Определение 5. Дифференциальное уравнение с частными производными на-

зывается однородным, если его правая часть тождественно  равна нулю, т.е. 



( , ) 0f x y ≡  при всех ( , )x y D∈  и неоднородным, если ( , ) 0f x y ≠  при некото-

рых ( , )x y D∈ . 

Определение 6. Если коэффициенты дифференциального уравнения посто-

янны, то такое уравнение называется дифференциальным уравнением с по-

стоянными коэффициентами. 

 

§ 2. Линейные и квазилинейные дифференциальные уравнения 

 с частными производными первого порядка. 

Определение 1. Квазилинейным дифференциальным уравнением с частными 

производными первого порядка называется уравнение вида: 

1 21 1 2 1 1 1( ,..., , ) ( ,..., , ) ... ( ,..., , ) ( ,..., , )
nn x n x n n x nA x x u u A x x u u A x x u u R x x u⋅ + ⋅ + + ⋅ =  (1) 

где ,iA R - известные функции, непрерывно-дифференцируемые в области 

nD R⊂  в окрестности точки ( ) ( )0 0 0
1 1,..., , ; ,...,n nx x u u x x  – неизвестная функция. 

Если функции iA   и R  от u  не зависят, то уравнение (1) называется линейным 

неоднородным уравнением первого порядка с частными производными. Если 

при этом и 0R ≡ , то уравнение (1) называется линейным однородным в част-

ных производных. 

П.1. Рассмотрим сначала решение линейного однородного дифференциаль-

ного уравнения в частных производных: 

1 21 1 2 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ... ( , ,..., ) 0
nn x n x n n xA x x x u A x x x u A x x x u⋅ + ⋅ + + ⋅ =  (2). 

Пусть 0iA ≠ . Для решения уравнения (2) составим систему обыкновенных 

дифференциальных уравнений в симметричной форме: 

                                            
1 2

1 2

... n

n

dxdx dx

A A A
= =   (3). 

Выберем nx  в качестве независимой переменной и перепишем систему (3) в 

нормальной форме: 

                                              

1,..., 1

i i

n n

dx A

dx A

i n

 =

 = −

  (4). 



Обозначим ( )i
i

n

A
f x

A
= , тогда систему (4) можно записать в виде: 

                                             

( )

1,..., 1

i
i

n

dx
f x

dx

i n

 =

 = −

 (5). 

Из курса обыкновенных дифференциальных уравнений известно: 

1. Для существования хотя бы одного решения системы (5), удовлетво-

ряющего некоторым начальным условиям, достаточно предположить, 

что функции ( )if x  непрерывны в окрестности начальной точки 

( )0 0 0
1 ,..., nx x x=  (теорема Пеано); 

2. Чтобы решение задачи Коши для системы (5) было единственным, на-

до, чтобы существовали ограниченные частные производные от функ-

ций ( )if x  по переменным ix (теорема Пикара). 

3. При указанных выше  условиях система (5) будет иметь ровно ( 1)n −  

независимых решений. 

Определение 2. Совокупность ( 1)n −  функций: 

                                                         

1 1 1 1

1 1 1 1

( ,..., , )

.......................................

( ,..., , )

n n

n n n n

x C C x

x C C x

ϕ

ϕ

−

− − −

=


 =

   (6), 

определенных в некоторой области nD R⊂  изменения переменных 

1 1,..., ,n nC C x−  и непрерывно дифференцируемых относительно nx , называется 

общим решением системы (4). 

При этом должно выполняться следующее: 

1. Система (6) должна быть разрешима в области D  относительно произ-

вольных постоянных 1 1,..., nC C − , т.е.   

                                   
1 2( , ,..., )

1,..., 1
i i nC x x x

i n

ψ=
 = −

  (7) 



2. Совокупность (6) является решением системы (3) при всех значениях 

произвольных постоянных, определяемых формулами (7), когда точка 

1 2( , ,..., )nx x x  пробегает область D . 

Определение 3. Функция 1 2( , ,..., )nx x xψ , не равная тождественно постоянной, 

называется интегралом системы (4), если при подстановке в нее какого-либо 

решения системы (4), получается постоянная. 

Определение 4. Соотношение 1 2( , ,..., )nx x x Cψ = , где ψ  - интеграл системы (4), 

C  -  const, называется первым интегралом системы. 

Определение 5. Интегралы 1 1,..., nψ ψ −  называются независимыми, если не су-

ществует соотношения  1 1( ,..., ) 0nψ ψ −Φ =  в области D  или в области 0D D∈ . 

Так как правые части системы (4) определены и дифференцируемы в окрест-

ности точки 0x D∈ , то эта система имеет ровно ( 1)n −  независимых интегра-

лов (первых интегралов), а значит и система (3) имеет ( 1)n −  независимых ин-

тегралов. 

Определение 6. Совокупность ( 1)n −  независимых интегралов называется об-

щим интегралом системы (4). 

Определение 7. В пространстве координат 1 2, ,..., nx x x  система интегралов (7) 

определяет семейство линий, зависящее от ( 1)n − -го параметра, которые на-

зываются характеристиками дифференциального уравнения вида (2). Соот-

ветственно, система (3) называется характеристической системой диффе-

ренциальных уравнений для уравнения (2). 

Приведем без доказательства ряд важных теорем. 

Теорема1.  

Если 1 1 2 1 1 2( , ,..., ),..., ( , ,..., )n n nx x x x x xψ ψ −  - непрерывно-дифференцируемые инте-

гралы системы (4), то любая непрерывно-дифференцируемая от них функция 

1 1( ,..., )nFψ ψ ψ −= , производные которой по переменным 1 1,..., nψ ψ −  не обраща-

ются в нуль одновременно, также является интегралом системы. 

Теорема 2.  



1. Если 1 2( , ,..., )nx x xψ  - непрерывно-дифференцируемый интеграл системы 

(4), то функция 1 2( , ,..., )nu x x xψ=  является решением уравнения (2). 

2. Если функция 1 1 2( , ,..., )nu u x x x const= ≠  является  решением уравнения (2), 

то 1 1 2( , ,..., )nu x x x  - интеграл системы (4). 

Теорема 3.  

Если 1 1,..., nψ ψ − - независимые интегралы системы (4), то функция 

1 1( ,..., )nu ψ ψ −= Φ , где Φ  - произвольная функция, является общим решением 

дифференциального уравнения (2), т.е. решением, которое содержит все без 

исключения решения уравнения (2). 

Таким образом, для отыскания общего решения уравнения (2) необходимо 

проинтегрировать систему (4) и записать общее решение в виде 

1 1( ,..., )nu ψ ψ −= Φ . 

Пример1. Найти общее решение дифференциального уравнения 

0x y zx u y u z u⋅ + ⋅ + ⋅ = . 

Решение.  Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений в 

симметричной форме: dx dy dz

x y z
= = . 

Запишем эту систему в нормальном виде: 

                                                        

dy y

dx x
dz z

dx x

 =

 =


 

Каждое из уравнений представляет собой дифференциальное уравнение пер-

вого порядка с разделяющимися переменными. 

Из первого уравнения получаем первый интеграл 1

y
C

x
= . 

Из второго уравнения получаем еще один первый интеграл 2

z
C

x
= . 

Общее решение данного уравнения будет иметь вид: ,
y z

u
x x

 = Φ  
 

. 



Ответ: ,
y z

u
x x

 = Φ  
 

. 

В приложениях часто требуется найти решение дифференциального 

уравнения (2) удовлетворяющего условию: при 0
1 1( ,..., )n n nx x u H x x −= =  (8)  

(задача Коши). Схема решения задачи Коши следующая. Фиксируем в (7) пе-

ременную nx , тогда: 
0

1 2 1( , ,..., , )

1,..., 1
i n n ix x x x C

i n

ψ − =


= −
 (9). 

Систему (9) можно разрешить в окрестности точки 0 0
1( ,..., )nx x  относи-

тельно 1 2 1, ,..., nx x x − : 

                                         

1 1 1 1

1 1 1 1

( ,..., )

.............................

( ,..., )

n

n n n

x C C

x C C

ϕ

ϕ

−

− − −

=


 =

 . 

Подставим полученные соотношения ix  в начальное условие 1 1( ,..., )nu H x x −= , 

где H  – известная функция, получим: 

                                1 1 1 1 1 1( ( ,..., ),..., ( ,..., ))n n nu H C C C Cϕ ϕ− − −=  . 

Так как общее решение уравнения (2) имеет вид 1 1( ,..., )nu ψ ψ −= Φ , то, учиты-

вая  (9), можем записать 1 1 1 1 1 1 1 1( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., ))n n n nu C C H C C C Cϕ ϕ− − − −= Φ = , 

т.е. получили общий вид функции 1 1( ,..., )nα α −Φ . Подставляя вместо iC  инте-

гралы iψ , окончательно имеем:  

                  1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ,..., ) ( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., ))n n n n nu x x x Hψ ψ ϕ ψ ψ ϕ ψ ψ− − − − −= Φ = . 

Пример 2.  Найти решение уравнения 2 0x y zu u u+ + = , удовлетворяющее ус-

ловию u y z= ⋅  при 1x = . 

Решение.   

1) Составим систему обыкновенных дифференциальных уравнений в 

симметричной форме: 

                                    
1 1 2

dx dy dz= = . 

Запишем систему в нормальном виде и найдем первые интегралы: 



                                            

1

2

dy

dx
dz

dx

 =

 =


,   1 2, 2x y C x z C− = − = .      

Тогда общее решение будет иметь вид: ( ),2u x y x z= Φ − −  

2) Найдем функцию Φ , пользуясь начальными условиями.  

При 1x =  получим 1 21 , 2y C z C− = − = . Учитывая, что при  1x =  u y z= ⋅ , можем 

записать 1 2(1 ) (2 )u C C= + ⋅ + . Таким образом, подставляя первые интегралы, 

найдем искомое решение: (1 ) (2 2 )u x y x z= + − ⋅ + − . 

Ответ: (1 ) (2 2 )u x y x z= + − ⋅ + − . 

 П.2. Покажем, что решение квазилинейного дифференциального уравнения 

1 21 1 2 1 1 1( ,..., , ) ( ,..., , ) ... ( ,..., , ) ( ,..., , )
nn x n x n n x nA x x u u A x x u u A x x u u R x x u⋅ + ⋅ + + ⋅ =  (1)  сво-

дится к решению линейного однородного дифференциального уравнения в 

частных производных.  

Пусть 0iA ≠ . Решение уравнения вида (1) будем искать в неявном виде: 

1( ,..., , ) 0nv x x u =  (10), где v - непрерывно-дифференцируемая функция своих 

аргументов. Предположим, что 0 0 0
1( ,..., , ) 0u nv x x u ≠ .  

Продифференцируем равенство (10) по произвольной переменной kx : 

0 k

k k k

x
x u x x

u

v
v v u u

v
+ ⋅ = ⇒ = −    (11), где 1,...,k n= . 

Подставим (11) в (1) и умножим на ( )uv− , тогда: 

1 21 1 2 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ... ( ,..., ) ( ,..., ) 0
nn x n x n n x n uA x x v A x x v A x x v R x x v⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ =  (12). 

Получили однородное линейное дифференциальное уравнение относительно 

функции 1( ,..., , ) 0nv x x u = . Этому уравнению (12) соответствует характеристи-

ческая система:   

                                                 
1

1

... n

n

dxdx du

A A R
= = =   (13). 

В нормальном виде система (13) имеет n уравнений и n первых интегралов: 



                                               
1 2( , ,..., , )

1,...,
i n ix x x u C

i n

ψ =
 =

 (14). 

Общее решение уравнения (12) имеет вид: 1 1( ,..., , ) ( ,..., )n nv x x u ψ ψ= Φ . 

Подставим общее решение в (10): 1( ,..., ) 0nψ ψΦ =  (15), т.е. получили общее 

решение уравнения (1) в неявном виде. 

Если u  входит только в один из общих интегралов  iψ , то соотношение (15) 

можно разрешить относительно  u  и тогда решение уравнения (1) можно за-

писать в явном виде: 1( ,..., )nu F x x= . 

Задача Коши для квазилинейного дифференциального уравнения ставится 

так же, как и для линейного однородного дифференциального уравнения в 

частных производных первого порядка. Найти решение уравнения 

         
1 21 1 2 1 1 1( ,..., , ) ( ,..., , ) ... ( ,..., , ) ( ,..., , )

nn x n x n n x nA x x u u A x x u u A x x u u R x x u⋅ + ⋅ + + ⋅ = ,   

удовлетворяющее условию: при 0
1 1( ,..., )n n nx x u H x x −= = . 

Общее решение уравнения (1) в неявном виде имеет вид 1( ,..., ) 0nψ ψΦ = . 

Подставим начальные условия 0
n nx x=  в (14), получим: 

                                         

0
1 2( , ,..., , )

1,...,
i n ix x x u C

i n

ψ =


=
. 

Разрешим эту систему относительно 1 1,..., ,nx x u− : 

                                          
1

1

( ,..., ), 1,..., 1

( ,..., )
i i n

n

x C C i n

u C C

ϕ
ϕ

= = −
 =

. 

Полученные соотношения подставим в начальные условия, тогда: 

                           1 1 1 1 1( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., ))n n n nC C H C C C Cϕ ϕ ϕ −= . 

Общее решение будет иметь вид: 

                          1 1 1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., )) 0n n n n nC C C C H C C C Cϕ ϕ ϕ −Φ = − = . 

Заменяя в общем решении iC  на iψ , получим решение уравнения (1) в неяв-

ном виде: 

                          1 1 1 1 1( ,..., ) ( ( ,..., ),..., ( ,..., ))n n n nHϕ ψ ψ ϕ ψ ψ ϕ ψ ψ−= . 

Пример 3. Решить задачу Коши: 2 2; 0,x yy z xy z x x z y⋅ + ⋅ = = = . 



Решение:  

1) Составим характеристическую систему: 

                         2

dx dy dz

y xy x
= = . 

Запишем систему в нормальном виде и найдем первые интегралы: 

                          

2

2 2
1 2, ln

dx y

dy xy
x y C z y C

dz x

dy xy


=


⇒ − + = − =

 =


. 

Общее решение в неявном виде запишется следующим образом: 

                          
2 2( ; ln ) 0x y z yΦ − + − = . 

Или в явном виде: 2 2ln ( )z y f x y= + − + . 

2) Воспользуемся начальными условиями 20,x z y= = : 

                      

2
1

2
2ln

y C

y y C

 =
 − =

. 

Исключим из системы y : 1 1 2lnC C C− = .  

Подставим в полученное соотношение вместо 1 2,C C  первые интегралы, тогда 

решение задачи Коши запишется в виде: 2 2 2 2ln lny x y x z y− − − = − . 

Ответ: 
2 2 2 2ln lny x y x z y− − − = − . 

Пример 4. Решить задачу Коши: 

                  
2

sin 2 sin , ( , ) , cos 1x x x
x yy u e u x y u u x y e e y⋅ + ⋅ = ⋅ = + = . 

Решение:  Данное уравнение является квазилинейным.  

1) Составим характеристическую систему: 

                             
sin 2 sinx

dx dy du

y e x y u
= =

⋅
. 

Семейство характеристик описывается двумя первыми интегралами: 

                           
2

1 2cos ,x xe y C u e C−+ = ⋅ = . 

Тогда общее решение запишется в виде: 
2

( cos ; ) 0x xe y ue−Φ + = . 



Если разрешить полученное равенство относительно второго аргумента, то 

общее решение примет вид: 
2

( , ) ( cos )x xu x y e F e y= + , где F - произвольная не-

прерывно дифференцируемая функция.  

2) Воспользуемся начальными условиями 
2

( , ) , cos 1x xu x y e e y= + = , тогда 

 
2 2

cos 1
( , ) (1)x

x x

e y
u x y e F e

+ =
= = . Полученное равенство будет верным, если 

(1) 1F = . 

Таким образом, задача Коши имеет множество решений вида 
2

( , ) ( cos )x xu x y e F e y= + , где функция  ( )F z - произвольная функция, прини-

мающая значение 1 при 1z = . Такая неопределенность  решения объясняется 

тем, что начальная кривая, определяемая уравнением  cos 1xe y+ = , является 

одной из характеристик уравнения. 

Ответ: 
2

( , ) ( cos )x xu x y e F e y= + , (1) 1F = .  

 

Задания для самостоятельной работы. 

1. Для каждого из уравнений найти общее решение: 

1.1. а) 0x y zx u y u z u⋅ + ⋅ + ⋅ =                   б) 2 2
x yx z y z x y⋅ − ⋅ = −  

1.2. а) 0x y zx u y u xy u⋅ + ⋅ + ⋅ =                           б) sin sin sinx yx z y z z⋅ + ⋅ =  

1.3. а) ( 2 ) 0x yx y z y z+ ⋅ − ⋅ =                    б) 2x yyz z xz z xy⋅ + ⋅ = −  

1.4. а) 22 ( ) 0x yx z y x z x⋅ + − ⋅ − =              б) 2
x yxy z x z yz⋅ − ⋅ =   

1.5. а) 0x y zx u y u z u⋅ + ⋅ + ⋅ =            б) 2x x
x ye z y z ye⋅ + ⋅ =  

2. Найти решения уравнений, удовлетворяющие указанным условиям: 

2.1 . а) 2 0; 1x y zu u u u yz при x+ + = = =         б) 2 2; 0x yy u xy u x u y при x⋅ + ⋅ = = =  

2.2 . а) 0; 2 1x yx u y u u x при y⋅ − ⋅ = = =         б) 2( 3 ); 1 0 1x yx z y z z x y yz при x⋅ − ⋅ = − + = =  

2.3 . а) (2 ) 0; 0x
x yz e y z z y при x+ − ⋅ = = =   б) (1 ) 2; 2 0x yz z x y z z x при y⋅ + − − + = = =  

2.4 . а) 2 0; 1x y zu y u u u yz при x+ ⋅ + ⋅ = = =    б) 
2 2 22 ; 1x yx z y z x y z x при y⋅ − ⋅ = + = =  

2.5 . а) 22 0; 1x yx z y z z y при x⋅ − ⋅ = = =      б) 2; 1 2x yx z y z z xy z y при x⋅ + ⋅ = − = + =  

 



Глава 2. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВТО-

РОГО ПОРЯДКА.  

§ 1. Классификация линейных дифференциальных уравнений 

второго порядка. 

Определение 1. Линейным однородным дифференциальным уравнением с ча-

стными производными второго порядка называется уравнение вида: 

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0xx xy yy x yA x y u B x y u C x y u D x y u E x y u G x y u⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =             (1). 

Равенство (1) напоминает общее уравнение кривой второго порядка, поэтому 

для классификации таких уравнений применяется та же терминология, что и 

для кривых второго порядка на плоскости.  

Определение 2. Дифференциальное уравнение (1) называется уравнением: 

-гиперболического типа (в области D ), если выражение 2( , ) 0x y B ACδ = − >  

для любых  ( , )x y D∈ ; 

- эллиптического типа (в области D ), если выражение 2( , ) 0x y B ACδ = − <  для 

любых  ( , )x y D∈ ; 

-параболического типа (в области D ), если выражение 2( , ) 0x y B ACδ = − =  для 

любых  ( , )x y D∈ ; 

- смешанного типа (в области D ), если в области  D  оно имеет разный тип в 

разных точках. 

В качестве примера уравнения смешанного типа рассмотрим уравнение Три-

коми 0xx yyy u u⋅ + =  (это уравнение возникает в газовой динамике).  

Для данного уравнения 2( , ) 0 1x y B AC y yδ = − = − ⋅ = − . 

Возможны следующие случаи: 

а) 0y > , тогда выражение ( , ) 0x yδ <  и уравнение имеет эллиптический тип; 

б) 0y < , тогда выражение ( , ) 0x yδ >  и уравнение имеет гиперболический тип; 

в) 0y = , тогда выражение ( , ) 0x yδ =  и уравнение имеет параболический тип. 

Таким образом, действительно, уравнение Трикоми относится к уравнению 

смешанного типа. 

 



Замечания.  

1. Тип дифференциального уравнения определяется только коэффициен-

тами при частных производных второго порядка. 

2. Уравнения с постоянными коэффициентами имеют один тип на всей 

области определения. 

 

§ 2. Приведение  линейных  дифференциальных уравнений 

второго порядка к каноническому виду. 

Классификация и приведение дифференциальных уравнений к каноническо-

му виду обусловлены следующими причинами: 

1. тип дифференциального уравнения определяет основные свойства ре-

шений; 

2. три типа уравнений соответствуют трем видам физических процессов:  

волновым (колебания сред, сооружений; электрические, звуковые, элек-

тромагнитные колебания);  

диффузионным (тепломассоперенос);  

стационарным (стационарное распределение температуры, установив-

шиеся колебания сред, задачи дифракции, потенциальное течение жидко-

сти, электростатический потенциал); 

3. канонические уравнения хорошо изучены и их решения часто можно 

найти аналитически; 

4. для канонических уравнений разработаны численные методы решений. 

Рассмотрим линейное  уравнение с частными производными второго порядка 

для неизвестной функции с двумя независимыми переменными: 

      ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0xx xy yy x yA x y u B x y u C x y u D x y u E x y u G x y u⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =   (1). 

Для уравнения (1) существует невырожденная замена переменных 

( , ), ( , )x y x yξ ξ η η= =  (где ( , ), ( , )x y x yξ ξ η η= =  - дважды непрерывно диф-

ференцируемые функции, для которых 0x y

x y

ξ ξ
η η

≠ ), такая, что оно приводит-

ся к одному из следующих видов: 



1) 
2 2

2 2
, , , ,

u u u u
f uξ η

ξ η ξ η
 ∂ ∂ ∂ ∂− =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 или 

2

, , , ,
u u u

f uξ η
ξ η ξ η

 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ ∂ 
, если урав-

нение (1) имеет гиперболический тип; 

2) 
2 2

2 2
, , , ,

u u u u
f uξ η

ξ η ξ η
 ∂ ∂ ∂ ∂+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

, если уравнение (1) имеет эллиптический 

тип; 

3) 
2

2
, , , ,

u u u
f uξ η

η ξ η
 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ 

, если уравнение (1) имеет параболический тип. 

Уравнения 1),2),3) называются каноническими уравнениями.  

Замечания: 

1. Для дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 

всегда существует линейная замена переменных 

,a x b y c x d yξ η= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ , с помощью которой уравнение можно 

привести к каноническому виду. 

2. В случае 2n >  переменных дифференциальное уравнение второго по-

рядка всегда можно привести к каноническому виду в любой точке, 

однако в области не всегда можно это сделать. 

Для приведения дифференциального уравнения к каноническому виду ис-

пользуется метод характеристик. Вначале составляется уравнение характе-

ристик: 2 2( ) 2 ( ) 0A dy B dxdy C dx⋅ − ⋅ + =  или 2( ) 2 0A y B y C′ ′⋅ − ⋅ + = . При этом 

следует обратить внимание, что при записи уравнения характеристик, соот-

ветствующего дифференциальному уравнению (1), изменяется знак, с кото-

рым коэффициент B  входит в это уравнение. Уравнение характеристик рас-

падается на два обыкновенных дифференциальных уравнения, при интегри-

ровании которых возможны следующие случаи: 

а) Для уравнения гиперболического типа ( ( , ) 0x yδ > ) имеем два различных 

семейства действительных характеристик  1 1 2 2( , ) , ( , )x y C x y Cϕ ϕ= = , где  

1 2,C C - произвольные постоянные. Вводя вместо ( , )x y  новые независимые 



переменные по формулам 1 2( , ), ( , )x y x yξ ϕ η ϕ= = , приведем уравнение (1) к 

каноническому виду 
2 2

2 2
, , , ,

u u u u
f uξ η

ξ η ξ η
 ∂ ∂ ∂ ∂− =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 или 
2

, , , ,
u u u

f uξ η
ξ η ξ η

 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ ∂ 
. 

 б) Для уравнения эллиптического типа ( 2( , ) 0x y B ACδ = − < ) получаем два 

семейства мнимых характеристик 

                    1 2( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , )x y x y i x y x y x y i x yϕ α β ϕ α β= + ⋅ = − ⋅ .  

Полагая ( , ), ( , )x y x yξ α η β= = , приведем уравнение (1) к каноническому ви-

ду  
2 2

2 2
, , , ,

u u u u
f uξ η

ξ η ξ η
 ∂ ∂ ∂ ∂+ =  ∂ ∂ ∂ ∂ 

. 

в) Для уравнения параболического типа ( ( , ) 0x yδ = ) получаем один общий 

интеграл уравнения характеристик ( , )x y Cϕ = . Полагая 

( , ), ( , )x y x yξ ϕ η η= = , где ( , )x yη – произвольная функция, удовлетворяющая 

условию  0x y

x y

ξ ξ
η η

≠  в рассматриваемой области, получим каноническое 

уравнение вида: 

                           
2

2
, , , ,

u u u
f uξ η

η ξ η
 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ 

. 

При получении канонического вида уравнения используются следующие 

формулы преобразования производных функции ( , )u u x y= , входящих в 

уравнение (1), к новым переменным ,ξ η : 

x x xu u uξ ηξ η= ⋅ + ⋅  

y y yu u uξ ηξ η= ⋅ + ⋅  

2 22xx x x x x xx xxu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  

( )xy x y x y x y x y xy xyu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ ξ η η ξ η η ξ η= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅  

2 22yy y y y y yy yyu u u u u uξξ ξη ηη ξ ηξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ . 

 

Пример 1.  Определить тип уравнения 5 4 0xx xy yyu u u+ ⋅ + ⋅ =  и привести его к 

каноническому виду. 



Решение:  

1. Сравнивая данное уравнение с уравнением (1), можем записать: 
21; 2,5; 4 ( , ) 0A B C x y B ACδ= = = ⇒ = − > .  Следовательно,  уравнение от-

носится к гиперболическому типу. 

2. Составим уравнение характеристик: 2( ) 5 4 0y y′ ′− + = .  Оно распадается 

на два обыкновенных дифференциальных уравнения: 4y′ =  и 1y′ = . Ре-

шая эти уравнения, найдем два первых интеграла: 14y x C− =  и 2y x C− = .  

     Характеристиками данного уравнения будут функции:  

                       1 2( , ) 4 , ( , )x y y x x y y xϕ ϕ= − = − . 

3. Выполним замену: 4 ,y x y xξ η= − = − . 

4. Вычислим частные производные:  

4x x xu u u u uξ η ξ ηξ η= ⋅ + ⋅ = − −  

y y yu u u u uξ η ξ ηξ η= ⋅ + ⋅ = +  

2 22 16 8xx x x x x xx xxu u u u u u u u uξξ ξη ηη ξ η ξξ ξη ηηξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + +  

( ) 4 5xy x y x y x y x y xy xyu u u u u u u u uξξ ξη ηη ξ η ξξ ξη ηηξ ξ ξ η η ξ η η ξ η= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = − − −  

2 22 2yy y y y y yy yyu u u u u u u u uξξ ξη ηη ξ η ξξ ξη ηηξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + . 

5. Подставляя полученные выражения в первоначальное уравнение, при-

ведем его к каноническому виду: 

                                                         

2

0
u

ξ η
∂ =

∂ ∂
. 

      Ответ: 
2

0
u

ξ η
∂ =

∂ ∂
. 

Пример 2. Определить тип уравнения   
2 2 2(1 ) 2 (1 ) 0xx yy xx u u x x u+ + + + =  и при-

вести его к каноническому виду. 

Решение:  

1. Сравнивая данное уравнение с уравнением (1), можем записать: 
2 2 2 2 2 2 2 2(1 ) ; 0; 1 ( , ) 0 (1 ) 1 (1 ) 0A x B C x y B AC x xδ= + = = ⇒ = − = − + ⋅ = − + <  

для любых значений х.  Следовательно,  уравнение относится к эллип-

тическому типу. 



2. Составим уравнение характеристик: 2 2 2
2

1
(1 ) ( ) 1 0

1
x y y i

x
′ ′+ ⋅ + = ⇒ = ± ⋅

+
. 

Решив полученное дифференциальное  уравнение, получим два комплекс-

но-сопряженных первых интеграла: 

                           1 2,y arctgx i C y arctgx i C+ ⋅ = − ⋅ = .  

Характеристиками данного уравнения будут функции:  

              1 2( , ) , ( , )x y y arctgx i x y y arctgx iϕ ϕ= + ⋅ = − ⋅ . 

3. Выполним замену: ,y arctgxξ η= = . 

4. Вычислим частные производные:  

      2

1

1x x xu u u u
xξ η ηξ η= ⋅ + ⋅ = ⋅

+
 

         y y yu u u uξ η ξξ η= ⋅ + ⋅ =  

        
2 2

2 2 2 2

1 2
2

(1 ) (1 )xx x x x x xx xx

x
u u u u u u u u

x xξξ ξη ηη ξ η ηη ηξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ − ⋅
+ +

 

        
2 22yy y y y y yy yyu u u u u u uξξ ξη ηη ξ η ξξξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =  

5. Подставляя полученные выражения в первоначальное уравнение, при-

ведем его к каноническому виду: 0u uξξ ηη+ = . 

    Ответ: 0u uξξ ηη+ = . 

Пример 3. Определить тип уравнения   2 22 0xx xy yyy u xyu x u+ + =   и привести его к 

каноническому виду. 

Решение:  

Будем рассматривать уравнение на всей плоскости, исключая точки коорди-

натных осей, т.к. при 0x =  и 0y =   уравнение уже имеет канонический вид. 

1. Сравнивая данное уравнение с уравнением (1), можем записать: 

         
2 2 2 2 2 2 2; ; ( , ) 0A y B xy C x x y B AC x y x yδ= = = ⇒ = − = − = .   

Следовательно, уравнение относится к параболическому типу. 

2. Составим уравнение характеристик: 2 2 2( ) 2 0y y xyy x′ ′⋅ − + = .  Отсюда  

получим один общий интеграл уравнения характеристик 2 2y x C− = .  



3. Выполним замену: 2 2,y x xξ η= − = .  Легко проверить  невырожден-

ность преобразования, установив, что  0x y

x y

ξ ξ
η η ≠ . 

4. Вычислим частные производные:  

2x x xu u u x u uξ η ξ ηξ η= ⋅ + ⋅ = − ⋅ +  

       2y y yu u u y uξ η ξξ η= ⋅ + ⋅ = ⋅  

       
2 2 22 4 4 2xx x x x x xx xxu u u u u u x u x u u uξξ ξη ηη ξ η ξξ ξη ηη ξξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ − ⋅ + −  

       ( ) 4 2xy x y x y x y x y xy xyu u u u u u xy u y uξξ ξη ηη ξ η ξξ ξηξ ξ ξ η η ξ η η ξ η= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅  

       
2 2 22 4 2yy y y y y yy yyu u u u u u y u uξξ ξη ηη ξ η ξξ ξξ ξ η η ξ η= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ⋅ +  

5. Подставляя полученные выражения в первоначальное уравнение,  

получаем его в виде: 2 2 22( ) 0y u x y uηη ξ+ − = .  

Выразим старые переменные ( , )x y  через новые ( , )ξ η ,  тогда канониче-

ское уравнение примет вид:  

                                2

2
0u uηη ξ

ξ
ξ η

− =
+

.  

      Ответ: 2

2
0u uηη ξ

ξ
ξ η

− =
+

. 

 

§ 3. Решение линейных дифференциальных уравнений 

второго порядка с частными производными. 

Иногда после приведения к каноническому виду дифференциальное уравне-

ние настолько упрощается, что его можно решить. Прежде чем рассматри-

вать такие примеры, рассмотрим следующее уравнение: ( ) ( )v f g vξ ξ= ⋅  (1), 

где ( , )v v ξ η= – искомая функция, а ( )f ξ  и ( )g v  – заданные функции. Част-

ный дифференциал функции ( , )v ξ η  по переменной ξ  имеет вид: d v v dξ ξ ξ= ⋅ . 

Тогда 
d v

v
d

ξ
ξ ξ

=  и уравнение (1) можно записать в виде:  

                            ( ) ( ) 0 ( ) 0
( )

d v d v
f g v f d

d g v
ξ ξξ ξ ξ
ξ

− ⋅ = ⇒ − ⋅ =  (2).  



Так как  
( ) ( ) ( ) ( )

d vdv dv d dv v
d d d

g v g v dv g v g v
ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ
   ∂ ∂= = =   ∂ ∂   

∫ ∫ ∫  и ( ) ( )d f d f dξ ξ ξ ξ=∫ , 

то уравнение (2) примет вид: ( ) 0
( )

dv
d d f d

g vξ ξ ξ− =∫ ∫  (3). 

А)  Пусть функция  ( , )v v ξ η= ɶ  является каким-нибудь решением уравнения 

(3) (а значит, и уравнения (1)), тогда ( , )( ) ( ) 0
( ) v v

dv
f d d f d

g vξ ξ ηξ ξ ξ ξ=
 

= − ≡ 
 

∫ ∫ ∫ɶ
(4). 

Следовательно, ( , ) ( ) ( )
( ) v v

dv
f d C

g v ξ η ξ ξ η= − ≡∫ ∫ɶ  (5), где ( )C η  – произвольная 

функция. Равенство (5) означает, что решение  ( , )v ξ ηɶ  уравнения (1) опреде-

ляется неявно равенством ( ) ( )
( )

dv
f d C

g v
ξ ξ η− =∫ ∫  (6). 

Б) Пусть, наоборот, функция ( , )v ξ ηɶ  – функция, определенная неявно равен-

ством (6) при какой-нибудь функции ( )C η , тогда верно равенство (5), а зна-

чит, верно и (4). Но это значит, что функция ( , )v ξ ηɶ  является решением диф-

ференциального уравнения (1). 

Из А) и Б) следует, что решениями уравнения (1) являются функции ( , )v ξ η , 

определяемые равенством (6) при любой функции ( )C η , и только они. В этом 

смысле равенство (6) в неявном виде задает общее решение уравнения (1). 

 

Пример 1. Найти общее решение дифференциального уравнения 

                  2 2 2 2 0xx yy x yx u y u x u y u⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ =  в области 0, 0x y≠ ≠ . 

Решение:  

В указанной области 2 2 2( , ) 0x y B AC x yδ = − = > . Следовательно, в этой об-

ласти уравнение гиперболическое.  

С помощью замены  ,
y

xy
x

ξ η= =   уравнение приводится к виду 

                  2 2
4 0

y
y u u

xξη η− ⋅ − ⋅ =  или 
1

0
2

u u
xyξη η+ ⋅ = .  

Учитывая, что  xyξ = ,  получим каноническое уравнение в виде  



                          
1

0
2

u uξη ηξ
+ ⋅ =  (*). 

Решим полученное уравнение. Обозначим ( , )u vη ξ η= , тогда уравнение при-

мет вид: 0
2

v
vξ ξ

+ = . Это уравнение типа (1). Его общее решение, согласно (6), 

определяется равенством: 
1 1

( ) ln ln ( )
2 2

dv d
C v C

v

ξ η ξ η
ξ

+ = ⇒ + =∫ ∫ . Послед-

нее выражение можно записать в виде  
( ) ( )Ce

v
η ω η
ξ ξ

= =   (так как функция 

( )C η -  произвольная, то функция ( )ω η  также является произвольной). Таким 

образом, 
( )

uη
ω η

ξ
= .   

Интегрируя по переменной η , найдем функцию 
( )

( )u d
ω η η ψ ξ

ξ
= +∫ , где ( )ψ ξ  

– произвольная функция.  

Обозначим  ( ) ( )dω η η ϕ η=∫ , где  ( )ϕ η - произвольная функция. Тогда общее 

решение уравнения (*) запишется в виде: 
1

( ) ( )u ϕ η ψ ξ
ξ

= ⋅ + . 

Возвращаясь к переменным ( , )x y   по формулам  ,
y

xy
x

ξ η= = , получим об-

щее решение исходного уравнения 
1

( , ) ( )
y

u x y xy
x

ϕ ψ
ξ

 = ⋅ + 
 

, где ,ϕ ψ  – про-

извольные функции. 

Ответ: 
1

( , ) ( )
y

u x y xy
x

ϕ ψ
ξ

 = ⋅ + 
 

. 

 

Задача Коши для линейных дифференциальных уравнений второго порядка с 

частными производными формулируется следующим образом:  

найти решение уравнения  

      ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0xx xy yy x yA x y u B x y u C x y u D x y u E x y u G x y u⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ = ,  



удовлетворяющее условиям 1 0 2,y o y yu f u f= == = , где  1 2,f f  – заданные 

функции.  

Чтобы решить задачу Коши надо:  

1. привести уравнение к каноническому виду; 

2. найти общее решение полученного уравнения; 

3. используя данные задачи Коши, найти неизвестные функции, входящие 

в формулу общего решения, т.е. найти решение задачи Коши. 

Замечание. При решении задачи Коши замена переменных выбирается таким 

образом, чтобы при начальных условиях аргументы функций 

( , ), ( , )x y x yξ ξ η η= =  были одинаковы. 

Пример 2. Найти решение дифференциального уравнения 2 3 0xx xy yyu u u+ − = , 

удовлетворяющее начальным условиям 2
0 03 , 0y y yu x u= == = . 

Решение:  

1. Так как 2( , ) 4 0x y B ACδ = − = > , то уравнение имеет гиперболический 

тип.  

Составим уравнение характеристик и найдем два первых интеграла:                  

                         2
1 2

1
( ) 2 3 0, ,

3
y y x y C x y C′ ′− − = + = − = . 

Выполним замену: 
1

,
3

x y x yξ η= + = − .  В результате получим канониче-

ское уравнение 0xyu = (*) . 

2. Обозначим  ( , )u vξ ξ η= , тогда уравнение (*) примет вид 0vη = ⇒   

функция v  от η  не зависит, т.е. ( )v ω ξ= , где ( )ω ξ  – произвольная 

функция.  

Таким образом, для функции u  имеем уравнение ( )uξ ω ξ= . 

Интегрируя полученное уравнение по ξ , найдем общее решение уравне-

ния (*):  

                 ( ) ( ) ( ) ( )u dω ξ ξ ψ η ϕ ξ ψ η= + = +∫ , где  ,ϕ ψ  - произвольные функции. 



     Возвращаясь к переменным ( , )x y , получим общее решение в виде 

                       
1

( , ) ( ) ( )
3

u x y x y x yϕ ψ= + + − . 

3. Теперь из бесконечного множества решений нам надо найти то, кото-

рое удовлетворяет начальным условиям 2
0 03 , 0y y yu x u= == = . 

     Так как 
1 1

( ) ( )
3 3yu x y x yϕ ψ′ ′= + − − , тогда при 0y =  можем записать:  

                     

2 2( ) ( ) 3 ( ) ( ) 3

1 1
( ) ( ) 0 ( ) ( )

3 3

x x x x x x

x x x x C

ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

 + = + =
 ⇔ ′ ′− = − = 
 

  . 

   Из системы находим функции 23 3
( )

4 4
x x Cϕ = +  и 29 3

( )
4 4

x x Cψ = − . 

   Подставив эти функции в общее решение, получим решение уравнения, 

   удовлетворяющее начальным условиям:  

                        2 2 2 23 3 9 1 3
( , ) ( ) ( ) 3

4 4 4 3 4
u x y x y C x y C x y= + + + − − = + . 

  Ответ: 2 2( , ) 3u x y x y= + . 

 

Задания для самостоятельной работы. 

1. Определить тип уравнения  и привести его к каноническому виду: 

1.1. а) 2 0xx xy yy x yu u u u u+ − + + =                  б) 8 12 0xx xy yyu u u+ + =                

1.2. а) 4 4 2 0xx xy yy x yu u u u u+ + − − =               б) 12 8 0xx xy yyu u u+ + =  

1.3. а) 2 2 2 0xx xy yy x yu u u u u− + + − =               б) 4 8 3 0xx xy yyu u u+ + =  

1.4. а) 6 9 3 0xx xy yy x yu u u u u+ + + + =               б) 25 20 3 0xx xy yyu u u+ + =  

1.5. а) 6 9 2 6 0xx xy yy x yu u u u u− + − + =                     б) 4 3 0xx xy yyu u u+ + =  

2. Решить задачу Коши для дифференциальных уравнений: 

2.1. 3 2 2 0,xx xy yy x yu u u u u− + + − =  

2
0 01, .x

y y yu u e= == =  

2.2. 2 3 3 0,xy yy yx u y u u⋅ − ⋅ + =  

2 3
1 12, .y y yu x u x= == − =  



2.3. ( ) 0 ( , 0),xx xy yyxu x y u yu x y+ + + = >  

3 2
1 1, 2 .x

y y
x x

u x u x
= =

= =  

2.4. 3 5 2 7( 2 ) 0,xx xy yy x yu u u u u+ − + + =  

0 01, 3 .x x xu u y= == =  

2.5. 5 6 0,xx xy yy x yu u u u u+ + + + =  

0 02 , 5 .x x xu y u y= == =  

 

Глава 3.  АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИ-

АЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА С ЧАСТНЫМИ ПРО-

ИЗВОДНЫМИ  

§ 1.Основные уравнения математической физики  

и виды граничных условий. 

Многие задачи физики и техники приводят к исследованию сравнительно не-

большого числа типов дифференциальных уравнений с частными производ-

ными второго порядка.   

Например, в задачах об электрических колебаниях, в гидродинамике и аку-

стике, в теории упругости, при изучении магнитных полей используется вол-

новое  уравнение (волнами в физике называют механические колебания с ма-

лыми амплитудами). Для одномерного, двумерного и трехмерного случая 

волновое уравнение имеет соответственно следующий вид: 

                                  
2

tt xxu a u= ⋅                (1)  

                                  
2 ( )tt xx yyu a u u= ⋅ +       (2) 

                                  
2 ( )tt xx yy zzu a u u u= ⋅ + +  (3),  

где 2a  – физическая константа. 

Для изучения процессов распространения тепла и диффузии  используется 

уравнение теплопроводности, имеющее для одномерного, двумерного и 

трехмерного случая соответственно вид: 



                                  
2

t xxu a u= ⋅                   (4) 

                                  
2 ( )t xx yyu a u u= ⋅ +          (5) 

                                  
2 ( )t xx yy zzu a u u u= ⋅ + +   (6) 

Потенциальное движение несжимаемой жидкости, потенциал стационарного 

электрического тела, установившееся тепловое состояние в изотропном теле 

описываются уравнениями Лапласа и Пуассона: 

                                  0xx yyu u+ =                     (7) 

                                  0xx yy zzu u u+ + =              (8) 

                                  ( , )xx yyu u f x y+ =             (9) 

                                  ( , )xx yy zzu u u f x y+ + =      (10) 

Уравнения (1) - (6) , а также уравнения Лапласа (7) и (8),  соответствующие 

плоскому и пространственному случаям, относятся к линейным однородным 

дифференциальным уравнениям. Уравнения Пуассона (9) и (10) являются 

линейными неоднородными дифференциальными уравнениями. Кроме того, 

можно показать, что волновое уравнение на плоскости и в пространстве от-

носится к уравнению гиперболического типа, уравнение теплопроводности 

на плоскости и в пространстве – к уравнению параболического типа. Уравне-

ния Лапласа и Пуассона имеют эллиптический тип. 

Вывод приведенных выше уравнений, называемых  основными уравнениями 

математической физики, опирается на физические или механические законы 

и достаточно подробно изложен в литературе  (см. 1,2,3,5).  

Замечание. 

Неоднородное волновое уравнение для одномерного случая имеет вид 

2 ( , )tt xxu a u f x t= ⋅ +  и описывает малые поперечные колебания струны под 

действием силы упругости и внешних сил (влияние внешних сил учитывает 

функция ( , )f x t ). 

Неоднородное  уравнение теплопроводности имеет вид 2 ( , )t xxu a u f x t= ⋅ + и 

описывает процесс изменения температуры стержня во времени под действи-



ем физических законов распространения теплоты с учетом влияния внутрен-

него источника теплоты, который задается функцией ( , )f x t . 

Для полного описания реального физического процесса одного дифференци-

ального уравнения недостаточно. Необходимо задать начальные условия, т.е. 

состояние процесса в тот момент времени, когда мы начали его наблюдать, а 

также граничные условия, т.е. режим на границе той области, на которой этот 

процесс совершается. Совокупность начальных и граничных условий назы-

вается краевой задачей. Таким образом, построение математической модели 

реального физического процесса заключается в написании соответствующего 

дифференциального уравнения и формулировке начальных и граничных ус-

ловий.  

Для основных уравнений математической физики различают три типа крае-

вых задач: 

1. Задача Коши для уравнений гиперболического и параболического ти-

пов (т.к. область задания уравнения совпадает со всем пространством, 

то граничные условия отсутствуют и задаются только начальные усло-

вия) 

2. Краевая задача для уравнения эллиптического типа. Начальные усло-

вия отсутствуют, задаются только условия на границе области задания 

уравнения.  

3. Смешанная задача для уравнений  гиперболического и параболическо-

го типов (задаются и начальные и граничные условия).  

Кроме того, различают три типа граничных условий, имеющих для каждо-

го типа уравнений соответствующий физический смысл: 

1. Граничные условия I рода:  

                            1Гu f=  

2. Граничные условия II рода: 

                            2n Гu f=  

3. Граничные условия III рода: 



                            3( )n Гu hu f− =  

Приведенным граничным условиям соответствуют краевые задачи первого, 

второго и третьего родов. Для уравнений Лапласа и Пуассона краевая задача 

I рода называется задачей Дирихле; краевая задача II рода называется задачей 

Неймана. Кроме этих краевых задач в математической физике встречаются и 

другие краевые задачи (задача Гурса, задача Трикоми, задача Зарембы и др.), 

с которыми можно ознакомиться в литературе (3). 

Граничные условия называются однородными, если функции 1 2 3, ,f f f  тожде-

ственно равны нулю  при всех значениях t . В противном случае граничные 

условия называются неоднородными. 

Необходимо также отметить, что поскольку задачи математической физики 

представляют собой модели реальных физических процессов, то поставлен-

ная краевая задача должна быть корректна, т.е. должна удовлетворять сле-

дующим условиям: 

1. Решение задачи должно существовать 

2.  Решение задачи  должно быть единственным. 

3. Решение должно быть устойчивым (т.е. при малых изменениях пара-

метров задачи решение меняется мало). 

Для эллиптических уравнений корректны граничные задачи, для гиперболи-

ческих и параболических – задачи с начальными условиями и смешанные за-

дачи. 

 

§ 2. Метод Фурье. 

Метод Фурье (метод разделения переменных или метод собственных функ-

ций) для линейных задач математической физики является одним из самых 

распространенных и эффективных методов классической теории. Основная 

идея метода заключается в том, что решение задачи для уравнения с частны-

ми производными сводится к решению вспомогательных задач для уравне-

ний с меньшим числом независимых переменных. В частности, если задан-

ное уравнения содержит две независимые переменные, то вспомогательные 



задачи будут уже зависеть только от одной переменной и решение уравнения 

с частными производными сведется к решению обыкновенных дифференци-

альных уравнений. 

При применении метода Фурье используется следующая лемма. 

Лемма (основная лемма метода Фурье).  

Если в прямоугольнике R плоскости XOY : 

                              ( )R : 
a x b

A y B

< <
 < <

 

для некоторых функций выполняется тождество ( )( )X x Y y=  (1), то в этом 

случае ( )( )X x Y y const= = . 

Доказательство:  

Предположим противное, т.е. что ( )X x const≠ . Тогда существуют ( )1 2, ,x x a b∈  

такие, что ( )1 2( )X x X x≠ . Рассмотрим  точки ( )1,x y  и ( )2,x y , принадлежащие 

прямоугольнику R . В R  справедливо равенство (1), поэтому ( )1( )X x Y y=  и  

( )2( )X x Y y= . Следовательно ( )1 2( )X x X x= , т.е. получили противоречие. Таким 

образом, ( )X x const= , а значит ( )Y y const= . 

 

§ 3. Решение первой начально-краевой задачи  

для волнового уравнения методом Фурье. 

Рассмотрим задачу о колебаниях однородной струны, закрепленной на кон-

цах (первая начально-краевая задача для волнового уравнения): 

                           
2 ,0 , 0tt xxu a u x l t= ⋅ < < >    (1), где  

                           ( ) ( )0, , 0u t u l t= =                   (2) 

                                         ( ),0 ( ), ( ,0) ( )tu x f x u x xϕ= =      (3). 

Решим эту задачу методом Фурье. 

Шаг 1.  Будем искать частные решения уравнения (1), не равные тождествен-

но нулю (нетривиальные), в виде произведения ( , ) ( ) ( )u x t X x Y y= ⋅ . Найдем 

частные производные ttu  и xxu  и подставим их в уравнение (1): 



                                       ( ) ( )ttu X x T t′′= ⋅ , ( ) ( )xxu T t X x′′= ⋅ ,  

              тогда 
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a T t X x′′ ′′⋅ = ⋅ ⋅  или 2

1 T X

a T X

′′ ′′
⋅ = . 

В полученном уравнении левая часть зависит только от t , а правая – только 

от x .  

На основании леммы можем записать: 

                             2

1 T X

a T X
λ′′ ′′

⋅ = = − ,  где  λ= const.  

Таким образом,  получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

                           
20 (4) 0 (5)X X и T a Tλ λ′′ ′′+ = + = . 

Из граничных условий (2) можем записать: (0) ( ) 0X X l= =  (6). 

Шаг 2.  Ищем числа λ , для которых дифференциальное  уравнение 

0X Xλ′′ + =  имеет нетривиальное решение на отрезке [ ]0,l ,  удовлетворяю-

щее граничным условиям (0) ( ) 0X X l= = . Эта задача называется задачей 

Штурма - Лиувилля. Искомые числа λ  называются собственными значения-

ми (или числами), а соответствующие нетривиальные функции, удовлетво-

ряющие граничным условиям (7), называются собственными функциями. 

Решение дифференциального уравнения будем искать среди 0λ >  (при 0λ <  

и 0λ =  существует только тривиальное решение). Для решения уравнения (4) 

составим характеристическое уравнение и найдем его корни:  

                          2 1,20,k k iλ λ+ = = ± ⋅ .  

Общее решение будет иметь вид: 1 2( ) cos( ) sin( )X x C x C xλ λ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . 

Из граничных условий можем записать: 

                                        
1

2

0

sin( ) 0

C

C lλ
=


⋅ ⋅ =

 

Чтобы получить нетривиальное решение, надо считать, что 2 0C ≠ . Тогда  

sin( ) 0lλ ⋅ =  и , ( 1,2,...) (7).
n

n
l

πλ = =  



Таким образом 2( ) sinn

n
X x C x

l

π = ⋅ ⋅ 
 

 (8). 

Шаг 3. Подставим найденные значения λ  в уравнение (5) и решим его: 

                                        

2
2 0n n

n
T a T

l

π ′′+ ⋅ ⋅ = 
 

. 

Соответствующее характеристическое уравнение 
2

2 2 0
n

k a
l

π + ⋅ = 
 

 имеет кор-

ни 1,2

na
k i

l

π= ± ⋅ .  

Общее решение запишется в виде  

                       ( ) cos sin , 1,2,...n n n

na na
T t A t B t n

l l

π π= ⋅ + ⋅ =       (9). 

Шаг 4.  Для каждого значения n , следовательно, для каждого λ , выражения 

(8) и (9) подставим в равенство ( , ) ( ) ( )u x t X x Y y= ⋅ . Получим решение урав-

нения (1), удовлетворяющее граничным условиям (2), которое примет вид: 

                                ( , ) sin ( cos sin )n n n

n na na
u x t x A t B t

l l l

π π π= ⋅ ⋅ + ⋅      (10). 

Для волнового уравнения решения вида (10) называются собственными ко-

лебаниями. 

Так как уравнение (1) линейное и однородное, то линейная комбинация этих 

решений также является решением данного уравнения, удовлетворяющим 

граничным условиям (2): 

                           

1

( , ) sin ( cos sin )n n
n

n na na
u x t x A t B t

l l l

π π π∞

=

= ⋅ ⋅ + ⋅∑      (11). 

Замечание.  

Здесь предполагается, что полученный функциональный ряд равномерно 

сходится и его можно дважды почленно дифференцировать по переменным 

x  и t  в области 0 , 0x l t< < > . 

Шаг 5. Определим коэффициенты An  и Bn  в формуле (11), используя на-

чальные условия (3). Из первого начального условия можем записать 



1

( ,0) sin ( )n
n

n
u x A x f x

l

π∞

=
= ⋅ =∑  (12).  Равенство (12) означает, что начальная функ-

ция ( )f x  разлагается в ряд Фурье по синусам, которые в данном случае яв-

ляются собственными функциями ( )nX x  задачи Штурма - Лиувилля. Коэф-

фициенты Фурье вычисляются по формулам: 

                                           

0

2
( )sin (13)

l

n

n
A f x x dx

l l

π= ⋅∫ . 

Из второго начального условия находим коэффициенты nB : 

                                   

1

( ,0) sin ( ) (14)t n
n

na n
u x B x x

l l

π π ϕ
∞

=
= ⋅ ⋅ =∑ , 

                        тогда 
0

2
( )sin (15)

l

n

n
B x x dx

na l

πϕ
π

= ⋅∫ . 

Вычислив коэффициенты nA  и nB  для конкретных начальных функций и под-

ставив их значения в (11), получим решение первой начально-краевой задачи. 

Сформулируем без доказательства теоремы существования и единственности 

решения первой начально-краевой задачи для волнового уравнения). 

Теорема 1 (существование решения первой начально-краевой задачи для 

волнового уравнения). 

 Если функция ( )f x  на отрезке [ ]0,l  дважды непрерывно дифференцируема, 

имеет кусочно-непрерывную третью производную и удовлетворяет условиям 

(0) ( ) 0f f l= =  и (0) ( ) 0f f l′′ ′′= = , а функция  ( )xϕ  непрерывно дифференцируема, 

имеет кусочно-непрерывную вторую производную и удовлетворяет условиям  

(0) ( ) 0lϕ ϕ= = , то функция  ( , )u x t , определяемая рядом (11), имеет непрерыв-

ные производные второго порядка и удовлетворяет уравнению (1) с гранич-

ными условиями (2) и начальными условиями (3). При этом возможно по-

членное дифференцирование ряда (11) по x  и по t  два раза, и полученные 

ряды сходятся равномерно и абсолютно при любом t  и  0 x l≤ ≤ . 



Теорема 2 (единственность решения первой начально-краевой задачи для 

волнового уравнения). 

Возможно только одно решение ( , )u x t  волнового уравнения 2
tt xxu a u= ⋅ , 

удовлетворяющее граничным и начальным условиям: 

                           ( ) ( )0, , 0u t u l t= =                    

                                         ( ),0 ( ), ( ,0) ( )tu x f x u x xϕ= = . 

Замечания. 

1. Решения задач о свободных колебаниях ограниченной струны или 

стержня с однородными граничными условиями второго и третьего ро-

дов также могут быть построены в виде бесконечных функциональных 

рядов аналогичной структуры, которые будут отличаться лишь собст-

венными значениями и собственными функциями соответствующей за-

дачи Штурма-Лиувилля. 

2. Изложенный метод Фурье позволяет также решать задачи для неодно-

родного волнового уравнения. 

Пример. Найти отклонение ( , )u x t  от положения равновесия закрепленной на 

концах 0x =  и x l=  однородной горизонтальной струны, если в начальный 

момент времени струна имела форму 1
sin

4

x

l

π
,  а начальные скорости отсутст-

вовали. 

Решение:  

Предполагая, что струна совершает малые колебания, получим следующую 

задачу: найти решение уравнения 
2 ,0 , 0tt xxu a u x l t= ⋅ < < > , где  

                           ( ) ( )0, , 0u t u l t= =                    

                                         ( ) 1
,0 sin ( ), ( ,0) 0 ( )

4 t

x
u x f x u x x

l

π ϕ= = = = . 

Шаг 1.  Решение задачи ищем в виде произведения ( , ) ( ) ( )u x t X x Y y= ⋅ . Найдем 

частные производные ttu  и xxu  и подставим их в уравнение: 

                                       ( ) ( )ttu X x T t′′= ⋅ , ( ) ( )xxu T t X x′′= ⋅ ,  



              тогда 
2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a T t X x′′ ′′⋅ = ⋅ ⋅  или 2

1 T X

a T X

′′ ′′
⋅ = . 

На основании леммы можем записать: 

                             2

1 T X

a T X
λ

′′ ′′
⋅ = = − ,  где  λ= const.  

Таким образом,  получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

                           
20 0X X и T a Tλ λ′′ ′′+ = + = . 

Используя граничные условия  ( ) ( )0, , 0u t u l t= = , можем записать: 

                   ( )0, (0) ( ) 0 (0) 0u t X T t X= ⋅ = ⇒ =  

                             ( ), ( ) ( ) 0 ( ) 0u l t X l T t X l= ⋅ = ⇒ = . 

Шаг 2.  Решаем задачу Штурма – Лиувилля: ищем числа λ , для которых 

дифференциальное  уравнение 0X Xλ′′ + =  имеет нетривиальное решение на 

отрезке [ ]0,l ,  удовлетворяющее граничным условиям (0) ( ) 0X X l= = . Решение 

дифференциального уравнения будем искать среди 0λ >  (при 0λ <  и 0λ =  

существует только тривиальное решение). Для решения уравнения составим 

характеристическое уравнение и найдем его корни:  

                          2 1,20,k k iλ λ+ = = ± ⋅ .  

Общее решение будет иметь вид: 1 2( ) cos( ) sin( )X x C x C xλ λ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . 

Из граничных условий можем записать: 

                                                
1

2

0

sin( ) 0

C

C lλ
=


⋅ ⋅ =

 

Пусть 2 0C ≠ , тогда sin( ) 0lλ ⋅ =  и , ( 1,2,...).
n

n
l

πλ = =  

Таким образом 2( ) sinn

n
X x C x

l

π = ⋅ ⋅ 
 

. 

Шаг 3. Подставим найденные значения λ  в уравнение 2 0T a Tλ′′ + =  и решим 

его: 

                                        

2
2 0n n

n
T a T

l

π ′′+ ⋅ ⋅ = 
 

. 



Соответствующее характеристическое уравнение 
2

2 2 0
n

k a
l

π + ⋅ = 
 

 имеет кор-

ни 1,2

na
k i

l

π= ± ⋅ , тогда общее решение запишется в виде 

                     ( ) cos sin , 1,2,...n n n

na na
T t A t B t n

l l

π π= ⋅ + ⋅ = . 

Шаг 4.  Для каждого значения n , следовательно, для каждого λ , выражения 

2( ) sinn

n
X x C x

l

π = ⋅ ⋅ 
 

 и ( ) cos sinn n n

na na
T t A t B t

l l

π π= ⋅ + ⋅  подставим в равенст-

во ( , ) ( ) ( )u x t X x Y y= ⋅ . Получим решение уравнения, удовлетворяющее гранич-

ным условиям, которое примет вид: 

                                ( , ) sin ( cos sin )n n n

n na na
u x t x A t B t

l l l

π π π= ⋅ ⋅ + ⋅ . 

Так как уравнение линейное и однородное, то линейная комбинация этих 

решений также является решением данного уравнения, удовлетворяющим 

граничным условиям: 

                           

1

( , ) sin ( cos sin )n n
n

n na na
u x t x A t B t

l l l

π π π∞

=

= ⋅ ⋅ + ⋅∑ . 

Шаг 5. Определим коэффициенты nA  и nB , используя начальные условия 

( ) 1
,0 sin ( ), ( ,0) 0 ( )

4 t

x
u x f x u x x

l

π ϕ= = = = .  

Из первого начального условия можем записать 

                          
1

1
( ,0) sin sin

4n
n

n x
u x A x

l l

π π∞

=
= ⋅ =∑ .   

Это равенство означает, что начальная функция ( )f x  разлагается в ряд Фурье 

по синусам, которые в данном случае являются собственными функциями 

( )nX x  задачи Штурма – Лиувилля, поэтому 1
n x

x n
l l

π π= ⇒ = , тогда 1

1

4
A =  и 

0nA =  при 1n ≠ . 

Из второго начального условия находим коэффициенты nB : 

                             

1

( , ) sin ( sin cos )
t n n

n

n na na na na
u x t x A t B t

l l l l l

π π π π π∞

=
= ⋅ − ⋅ + ⋅∑  



                                   

1

( ,0) sin 0 0t n n
n

na n
u x B x B

l l

π π∞

=

= ⋅ ⋅ = ⇒ =∑ . 

Подставив значения коэффициентов nA  и nB  в формулу 

                     
1

( , ) sin ( cos sin )n n
n

n na na
u x t x A t B t

l l l

π π π∞

=

= ⋅ ⋅ + ⋅∑ ,  

получим решение первой начально-краевой задачи в виде 

                                     
1

( , ) sin cos
4

a
u x t x t

l l

π π= ⋅ . 

Ответ: 
1

( , ) sin cos
4

a
u x t x t

l l

π π= ⋅  

§ 4. Решение первой начально-краевой задачи  

для  уравнения теплопроводности методом Фурье. 

Рассмотрим однородную первую начально-краевую задачу для уравнения те-

плопроводности: 

                                       
2 ,0 , 0t xxu a u x l t= ⋅ < < >          (1), где  

                          (0, ) ( , ) 0, 0u t u l t t= = >           (2) 

                                       ( ,0) ( ), 0u x f x x l= ≤ ≤            (3). 

Шаг 1.  Ищем решение нашей задачи в виде ( , ) ( ) ( )u x t X x Y y= ⋅ .  

Найдем частные производные tu  и xxu  и подставим их в уравнение (1): 

                                ( ) ( )tu X x T t′= ⋅ ,   ( ) ( )xxu T t X x′′= ⋅  

Получим 2( ) ( ) ( ) ( )X x T t a T t X x′ ′′⋅ = ⋅ ⋅  или 
2

1 ( ) ( )

( ) ( )

T t X x

a T t X x

′ ′′
⋅ = . 

Используя основную лемму, можем записать: 

                                     
2

1 T X

a T X
λ

′ ′′
⋅ = = − . 

Таким образом, получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

                             0 (4)X Xλ′′ + =  и 2 0 (5)T a Tλ′ + = . 

На основании граничных условий (2) имеем (0) 0, ( ) 0X X l= = . 



Шаг 2.  Решаем задачу Штурма-Лиувилля: 

                           0 (4)X Xλ′′ + = , (0) ( ) 0X X l= = . 

Эта задача совпадает с задачей §3, поэтому собственные значения и собст-

венные функции будут иметь вид: 

                              , ( 1,2,...) (6)
n

n
l

πλ = = ,  2( ) sin (7)n

n
X x C x

l

π = ⋅ ⋅ 
 

. 

Шаг 3.  Подставим найденные значения λ  в уравнение (5) и решим его: 

                                                         

2
2 0

n
T a T

l

π ′ + = 
 

.  

Полученное уравнение является обыкновенным дифференциальным уравне-

нием первого порядка с разделяющимися переменными. Его решение будет 

иметь вид: 

                                                            

2
na

t
l

n nT A e
π − ⋅ 
 = ⋅   (8). 

Шаг 4.  Для каждого значения n , следовательно, для каждого λ , выражения 

(7) и (8) подставим в равенство ( , ) ( ) ( )u x t X x Y y= ⋅ . Получим решение уравне-

ния (1), удовлетворяющее граничным условиям (2), которое примет вид: 

                                                         

2

( , ) sin
na

t
l

n n

n
u x t A e x

l

π π − ⋅ 
   = ⋅ ⋅ ⋅ 

 
. 

Так как уравнение (1) является линейным и однородным, то линейная комби-

нация этих решений также является решением данного уравнения, удовле-

творяющим граничным условиям (2): 

                                                       

2

1

( , ) sin
na

t
l

n
n

n
u x t A e x

l

π π ∞ − ⋅ 
 

=

 = ⋅ ⋅ ⋅ 
 

∑   (9). 

Шаг 5.  Определим коэффициенты An, используя начальные условия (3): 

                                                         

1

( ,0) sin ( )n
n

n
u x A x f x

l

π∞

=

 = ⋅ ⋅ = 
 

∑         (10). 

Равенство (10) означает, что начальная функция ( )f x  разлагается в ряд Фурье 

по собственным функциям задачи Штурма-Лиувилля. Коэффициенты Фурье 

находятся по формулам: 



                                                         

0

2
( ) sin

l

n

n
A f x x dx

l l

π = ⋅ ⋅ 
 

∫                         (11). 

Вычислив коэффициенты nA  для конкретной начальной функции ( )f x  и под-

ставив их значения в формулу (9), получим решение однородной первой на-

чально-краевой задачи для уравнения теплопроводности. 

Теорема 1 (существование решения первой начально-краевой задачи для 

уравнения теплопроводности). 

Пусть функция ( )f x  непрерывна вместе со своими производными до 2-го по-

рядка включительно, а третья производная кусочно-непрерывна на отрезке 

[ ]0,l  и (0) ( ) 0f f l= = , (0) ( ) 0f f l′′ ′′= = , тогда ряд 

2

1

sin
na

t
l

n
n

n
A e x

l

π π ∞ − ⋅ 
 

=

 ⋅ ⋅ ⋅ 
 

∑  с ко-

эффициентами 
0

2
( ) sin

l

n

n
A f x x dx

l l

π = ⋅ ⋅ 
 

∫  сходится равномерно в полуполосе 

0 , 0x l t≤ ≤ ≥  к решению уравнения теплопроводности (1) с граничными и на-

чальными условиями (2), (3). 

Доказательство единственности решения первой начально-краевой задачи 

основано на принципе максимума. 

Теорема 2 (принцип максимума). Если функция ( , )u x t  определена и непре-

рывна в замкнутой области 0 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤  и удовлетворяет уравнению те-

плопроводности (1), то максимальное (минимальное) значение функция 

( , )u x t  принимает или в начальный момент времени, или в граничных точках 

0x =  и x l= . 

Теорема 3 (единственность решения первой начально-краевой задачи для 

уравнения теплопроводности). Пусть функции 1( , )u x t  и 2( , )u x t , определен-

ные и непрерывные в области 0 , 0x l t T≤ ≤ ≤ ≤ , являются решениями урав-

нения теплопроводности (1) и удовлетворяют граничным и начальным усло-

виям (2),(3), тогда 1 2( , ) ( , )u x t u x t= . 

Замечания. 

1. В случае граничных условий второго рода краевая задача имеет вид: 



2 ,0 , 0t xxu a u x l t= ⋅ < < >  

(0, ) ( , ) 0x xu t u l t= =  

( ,0) ( ), 0u x f x x l= ≤ ≤ . 

Эта задача описывает процесс выравнивания температуры в стержне, в кото-

ром в начальный момент времени задан температурный профиль ( )f x , а кон-

цы стержня теплоизолированы.  

При решении такой задачи собственные значения и собственные функции 

будут иметь вид: 

                               , 0,1,2,...n

n
n

l

πλ = = ,   ( ) cosn

nx
X x

l

π= . 

Решение  второй краевой задачи будет иметь вид: 

                                 

2

0

( , ) cos
na

t
l

n
n

n
u x t A e x

l

π π ∞ − ⋅ 
 

=

 = ⋅ ⋅ ⋅ 
 

∑ ,  

где коэффициенты nA  вычисляются по формулам: 

                                  0

0

1
( )

l

A f x dx
l

= ∫ , 

0

2
( ) cos

l

n

n
A f x x dx

l l

π = ⋅ ⋅ 
 

∫ . 

2. При t → ∞  температура стержня выравнивается и стремится к стацио-

нарному распределению.      

Пример. Найти решение ( , )u x t  первой  начально-краевой задачи для уравне-

ния теплопроводности на отрезке:  

           16 ,0 4, 0t xxu u x t= ⋅ < < > , (0, ) (4, ) 0u t u t= = ,  

2

, 0 2
( ,0) 2

4 , 2 4

x
x

u x

x x


≤ ≤= 

 − < ≤

. 

Решение:  

Для решения задачи воспользуемся формулой  
2

1

( , ) sin
na

t
l

n
n

n
u x t A e x

l

π π ∞ − ⋅ 
 

=

 = ⋅ ⋅ ⋅ 
 

∑ , где 
0

2
( ) sin ( 1,2,...)

l

n

n
A f x x dx n

l l

π = ⋅ ⋅ = 
 

∫ . 



Вычислим коэффициенты Фурье, учитывая, что 

2

, 0 2
4, ( ) 2

4 , 2 4

x
x

l f x

x x


≤ ≤= = 

 − < ≤

  и 

разбивая интеграл по отрезку 0;4    на сумму двух интегралов:  

                  ( )
2 42

0 2

2
sin 4 sin

4 2 4 4n

x n n
A x dx x x dx

π π    = ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∫ ∫ . 

Так как  

2

2 2

0

,
82

sin cos
42 4 2

sin , cos
4 4

x
u du xdx

x n n
x dx

n n n
dv x dx v x

n

π π
π π π

π

 
= =   ⋅ ⋅ = = − +  

      = ⋅ = − ⋅        

∫  

2

0

,
4

cos 4
cos , sin4

4 4

u x du dx
n

x x dx n n
dv x dx v xn

n

π
π ππ

π

= = 
  + ⋅ ⋅ = =      = ⋅ = ⋅          

∫  

2 2

00

8 4 4 4
cos sin sin

2 4 4

n n n
x x x dx

n n n n

π π π
π π π π

    = − + ⋅ ⋅ − ⋅ =         
∫  

2

2 2 3 3
0

8 4 8 16 8 32 64
cos sin cos cos sin cos 1

2 2 4 2 2 2

n n n n n n
x

n n n n n n n

π π π π π π
π π π π π π π

    = − + + ⋅ = − + + −         
 

и  

( )

( )

4

2

4 44

2 2
22 2

2 2

4 ,

4 sin 4
sin , cos4

4 4

4 4 8 16
4 cos cos cos sin

4 4 2 4

8 16
cos sin ,

2 2

u x du dx
n

x x dx n n
dv x dx v x

n

n n n n
x x x dx x

n n n n

n n

n n

π
π π

π

π π π π
π π π π

π π
π π

= − = − 
  − ⋅ ⋅ = =      = ⋅ = − ⋅          

     = − − ⋅ ⋅ − ⋅ = − ⋅ =     
     

= +

∫

∫  

то  

      

3 3 2 2

2 2 3 3

1 8 32 64 8 16
cos sin cos 1 cos sin

2 2 2 2 2 2

3 16 1 64
sin cos 1 .

2 2 2 2

n

n n n n n
A

n n n n n

n n

n n

π π π π π
π π π π π

π π
π π

  = − + + − + + =  
  

 = ⋅ + ⋅ − 
 

 

Таким образом, решение задачи будет иметь вид: 



                 
( )2

2 2
1

8 1 4
( , ) 3sin cos 1 sin

2 2 4
n t

n

n n n
u x t e x

n n
ππ π π

π π

∞
− ⋅

=

    = ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∑ . 

Ответ: ( )2

2 2
1

8 1 4
( , ) 3sin cos 1 sin

2 2 4
n t

n

n n n
u x t e x

n n
ππ π π

π π

∞
− ⋅

=

    = ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∑ . 

Можно доказать, что полученный функциональный ряд сходится равномерно 

в замкнутой области 0 4, 0x t≤ ≤ ≥ , определяя непрерывную функцию двух 

переменных.  

Действительно, при 0t >  члены ряда 

                   ( )2

2 2
1

8 1 4
3sin cos 1 sin

2 2 4
n t

n

n n n
e x

n n
ππ π π

π π

∞
− ⋅

=

    ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∑ ,  

а также члены рядов, полученных из него дифференцированием по x  и по t  

приобретают быстро убывающие множители 
( )2

n te π− ⋅
. В результате ряд опре-

деляет бесконечно дифференцируемую функцию двух переменных. 

При  0t =  из ряда ( )2

2 2
1

8 1 4
3sin cos 1 sin

2 2 4
n t

n

n n n
e x

n n
ππ π π

π π

∞
− ⋅

=

    ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∑  полу-

чается ряд  
1

sinn
n

n
A x

l

π∞

=

 ⋅ ⋅ 
 

∑ , который совпадает с функцией ( )f x , так как яв-

ляется рядом Фурье этой функции.  

Таким образом, ряд ( )2

2 2
1

8 1 4
3sin cos 1 sin

2 2 4
n t

n

n n n
e x

n n
ππ π π

π π

∞
− ⋅

=

    ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∑  пред-

ставляет бесконечно дифференцируемую функцию в открытой области 

0 4, 0x t< < >   и эта функция удовлетворяет уравнению теплопроводности. В 

замкнутой области 0 4, 0x t≤ ≤ ≥  полученный ряд определяет непрерывную 

функцию, которая удовлетворяет однородным граничным условиям и на-

чальному условию. Следовательно, функция 

            ( )2

2 2
1

8 1 4
( , ) 3sin cos 1 sin

2 2 4
n t

n

n n n
u x t e x

n n
ππ π π

π π

∞
− ⋅

=

    = ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∑  

является классическим решением задачи. 

Замечание.  



Если 0t > , то ряд ( )2

2 2
1

8 1 4
3sin cos 1 sin

2 2 4
n t

n

n n n
e x

n n
ππ π π

π π

∞
− ⋅

=

    ⋅ + − ⋅ ⋅    
    

∑   сходит-

ся очень быстро, и для многих задач можно ограничиться двумя его первыми 

членами: 

                            

2 24
2

8 4 1
( , ) 3 sin sin

4 2
t tx x

u x t e eπ ππ π
π π π

− −  ≈ − ⋅ − ⋅  
  

. 

    

§ 5. Решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в круге  

методом Фурье. 

Рассмотрим следующую задачу: найти функцию ( , )u x y , удовлетворяющую 

внутри круга 2 2 2x y r+ ≤  уравнению Лапласа 0xx yyu u+ =  (1) и совпадающую 

на границе круга 2 2 2x y r+ =  с заданной функцией ( , )g x y . 

Для решения задачи перейдем к полярной системе координат по формулам:  

                    

2 2cos
, , ( 0),

sin

( 0), ( 0, 0), ( 0, 0)
2 2

x y
x y arctg x

y x

y
arctg x x y x y

x

ρ ϕ
ρ ϕ

ρ ϕ
π πϕ π ϕ ϕ

= ⋅
= + = > = ⋅

= + < = = > = − = <

. 

При этом за полюс полярной системы выбран центр круга. 

В результате ( , ) ( cos , sin ) ( , )u x y u vρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ= ⋅ ⋅ =  и уравнение (1) в полярной сис-

теме координат будет иметь вид: 

                       2
0

v v
v ρ ϕϕ

ρρ ρ ρ
+ + =           (2). 

Функцию ( , )g x y  на границе круга можно рассматривать как функцию по-

лярного угла (точки окружности 2 2 1x y+ =  взаимно однозначно соответствуют 

полярным углам ϕ ): ( , ) ( )g x y f ϕ=  (3). 

Для решения уравнения (2) при условии (3) применим метод Фурье. 

Шаг 1.  Ищем решение уравнения (2) в виде  

                                           ( , ) ( ) ( ) (4)v R Фρ ϕ ρ ϕ= ⋅ .  

Найдем частные производные uρ , uϕϕ  и uρρ  и подставим их в уравнение (2): 

             ( ) ( ), ( ) ( )v Ф R v Ф Rρ ρρϕ ρ ϕ ρ′ ′′= ⋅ = ⋅ , ( ) ( )v Ф Rϕϕ ϕ ρ′′= ⋅ , тогда  



                                 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0Ф R Ф R Ф Rϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ

ρ ρ
′′ ′ ′′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = . 

Разделив обе части уравнения на множитель 
2

( ) ( )R Фρ ϕ
ρ
⋅ , получим 

                              
2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

R R Ф

R Ф

ρ ρ ρ ρ ϕ
ρ ϕ

′′ ′ ′′⋅ + ⋅ = − . 

  Используя основную лемму, можем записать: 

                                     

2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

R R Ф

R Ф

ρ ρ ρ ρ ϕ λ
ρ ϕ

′′ ′ ′′⋅ + ⋅ = − =  (5). 

Таким образом, получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 

                             0Ф Фλ′′ + ⋅ =  (6) и 2 0R R Rρ ρ λ′′ ′+ − =  (7). 

При этом для уравнения (6) ( ) ( 2 )Ф Фϕ ϕ π= + .  

Шаг 2.  Решаем уравнение (6): 

                          0Ф Фλ′′ + ⋅ =  , ( ) ( 2 )Ф Фϕ ϕ π= + . 

Из характеристического уравнения 2 0k λ+ =  находим 1,2k iλ= ± ⋅  и общее 

решение запишется в виде ( ) ( )( ) cos sinФ A Bϕ λ ϕ λ ϕ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ . Так как 

( ) ( 2 )Ф Фϕ ϕ π= + , то λ  – целое число и ( )2
n n n Nλ = ∈ , тогда: 

                                 ( ) cos sinn n nФ A n B nϕ ϕ ϕ= ⋅ + ⋅     (8). 

Шаг 3.  Решим уравнение 2 0R R Rρ ρ λ′′ ′+ − =  (7). Это уравнение Эйлера, ре-

шение которого ищется в виде функции ( ) mR ρ ρ= . В результате получим 

( ) n n
n n nR C Dρ ρ ρ −= ⋅ + ⋅  (9).  

Отметим, что для любой непрерывной в круге функции (9) коэффициенты 

0nD = . 

Шаг 4.  Решения задач (6) и (7) , представленные формулами (8) и (9), под-

ставим в формулу (4) :  

                                                    ( )cos sinn
n n nv A n B nρ ϕ ϕ= ⋅ ⋅ + ⋅  (10). 

Функции ( ),nv ρ ϕ  при n∀  удовлетворяют уравнению (2), тогда сумма всех ча-

стных решений (10) является общим решением уравнения Лапласа в круге:  



     ( ) ( ) ( )0
1 0

, cos sin cos sinn n
n n n n

n n

v A A n B n A n B nρ ϕ ρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ
∞ ∞

= =
= + ⋅ + = ⋅ +∑ ∑  (11). 

Шаг 5.  Коэффициенты nA  и nB  можно выбрать так, чтобы ряд (11) удовле-

творял не только уравнению (2), но и краевому условию (3). При rρ =  можем 

записать: 

                                ( ) ( )
0

, cos sinn
n n

n

v r r A n B nϕ ϕ ϕ
∞

=
= ⋅ +∑  (12). 

Тогда  ( )
0

cos sin ( )n
n n

n

r A n B n fϕ ϕ ϕ
∞

=

⋅ + =∑  (13). Равенство (13) определяет разло-

жение функции ( )f ϕ  в ряд Фурье:  

( ) ( )0

1

cos sin
2 n n

n

a
f a n b nϕ ϕ ϕ

∞

=

= + +∑ , где ( )0 0,2 , 1,2,...n n
n n n na A a r A b r B n= = ⋅ = ⋅ = .  

Для коэффициентов Фурье известно, что 

     ( )0

1 1 1
( ) , ( )cos , ( )sin 1,2,...n na f d a f n d b f n d n

π π π

π π π

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
π π π− − −

= = = =∫ ∫ ∫ ,  

тогда 0
0

,

,
2

n n
n nn n

a a b
A A B

r r
= = =  и вместо бесконечного ряда (11) решение мож-

но представить в виде определённого интеграла:  

                 ( )
2 2

2 2

1
, ( )

2 2 cos( )

r
v f d

r r

π

π

ρρ ϕ ψ ψ
π ρ ρ ψ ϕ−

−= ⋅
− ⋅ − +∫  (14). 

Формула (14) называется интегралом Пуассона. 

Замечание. При вычислении коэффициентов Фурье можно заменить проме-

жуток интегрирования [ ];π π−  на 0;2π   .  

 Пример. Найти решение Задачи Дирихле для уравнения Лапласа в круге:  

           ( )2

3
0, 0 3, 0 2xx yy r

u u r u ϕ ϕ π
=

+ = ≤ < = ≤ < . 

Решение:  

Вычислим коэффициенты Фурье для функции 2( )f ϕ ϕ=  на отрезке [ ]0;2π .  

При 0n =  получим:  

                                    

22 3 2
2

0

0 0

1 1 8

3 3
a d

ππ ϕ πϕ ϕ
π π

= = ⋅ =∫ . 



При 1,2,...n =  получим: 

          

2
2

2

0

2 2 22

0 00

2

2
0

2
1

cos 1
cos cos sin

1 2 1 2
sin sin sin

1 2 2
cos c1

sin sin cos

n

u du d
a n d

dv n d v n d n
n

n n d n d
n n n

u du d
n

n n ndv n d v n d n
n

π

π π π

π

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

π ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
π π

ϕ ϕ
ϕ ϕ

πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

 = =
 = = = 

= = = 
 

   
 = − = − =     

= = 
 = = ⋅ − = = = −  

∫
∫

∫ ∫

∫

2

0

2

2 3 2
0

os

1 4 2 4
sin

n d

n
n n n

π

π

ϕ ϕ

π ϕ
π

 
=  

 

 
= − =  

 

∫

 

              

( )

( )

2

2

2 22 22

0 00

2

2
1

sin 1
sin sin cos

21 2 1 2
cos cos cos

1
cos cos sin

21 2

n

u du d
b n d

dv n d v n d n
n

n n d n d
n n n n

u du d

dv n d v n d n
n

n n

π

π

π π π

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

π ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
π π

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

π ϕ
π

−

 = =
 = = = 

= = = − 
 

   
 = − + = − + = 

  
  

= = 
 = = = = =  

= − +

∫
∫

∫ ∫

∫

( )

2 2

0 0

2 2

3
0

1
sin sin

21 2 4
cos

n n d
n n

n
n n n

π π

π

ϕ ϕ ϕ

π πϕ
π

  
− =    

  

 
= − + = − 

 
 

∫

 

Учитывая, что 0
0

,

,
2

n n
n nn n

a a b
A A B

r r
= = =  и подставляя значения коэффициентов 

в формулу  

     ( ) ( ) ( )0
1 0

, cos sin cos sinn n
n n n n

n n

v A A n B n A n B nρ ϕ ρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ
∞ ∞

= =
= + ⋅ + = ⋅ +∑ ∑ ,  

получим  

                   ( )
2

2
1

4 1
, 4 cos sin

3 3

n

n

v n n
n n

π ρ πρ ϕ ϕ ϕ
∞

=

   = + ⋅ −   
   

∑ . 



 Ответ: ( )
2

2
1

4 1
, 4 cos sin

3 3

n

n

v n n
n n

π ρ πρ ϕ ϕ ϕ
∞

=

   = + ⋅ −   
   

∑ . 

 

         § 6. Решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в кольце  

методом Фурье. 

Рассмотрим уравнение  0xx yyu u+ =  (1). Пусть задана кольцевая область K , 

ограниченная двумя окружностями радиусов 1R  и 2R  с общим центром в на-

чале координат ( 1 2R R< ). Поставим задачу: найти функцию ( , )u x y , удовле-

творяющую внутри кольца K  уравнению Лапласа (1). Для решения задачи 

перейдем к полярной системе координат по формулам:  

                                         
cos

sin

x

y

ρ ϕ
ρ ϕ

= ⋅
= ⋅ . 

Кольцо в новой системе координат описывается соотношениями: 

1 2, 0 2R Rρ ϕ π< < ≤ < . При этом уравнение (1) в полярной системе координат 

будет иметь вид: 2
0

u u
u ρ ϕϕ

ρρ ρ ρ
+ + = (2). 

Шаг 1.  Ищем решение уравнения (2) в виде  

                                           ( , ) ( ) ( ) (3)u R Фρ ϕ ρ ϕ= ⋅  ( 1 2, 0 2R Rρ ϕ π< < ≤ < ).  

Найдем частные производные uρ , uϕϕ  и uρρ  и подставим их в уравнение (2): 

             ( ) ( ), ( ) ( )u Ф R u Ф Rρ ρρϕ ρ ϕ ρ′ ′′= ⋅ = ⋅ , ( ) ( )u Ф Rϕϕ ϕ ρ′′= ⋅ , тогда  

                                 2

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0Ф R Ф R Ф Rϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ

ρ ρ
′′ ′ ′′⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ = . 

Разделив обе части уравнения на множитель 
2

( ) ( )R Фρ ϕ
ρ
⋅ , получим 

                              
2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

R R Ф

R Ф

ρ ρ ρ ρ ϕ
ρ ϕ

′′ ′ ′′⋅ + ⋅ = − . 

  Используя основную лемму, можем записать: 

                                     

2
2( ) ( ) ( )

( ) ( )

R R Ф

R Ф

ρ ρ ρ ρ ϕ λ
ρ ϕ

′′ ′ ′′⋅ + ⋅ = − =  (4). 

Таким образом, получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения: 



                             
2 0Ф Фλ′′ + ⋅ =  (5) и 2 2 0 ( 0)R R Rρ ρ λ λ′′ ′+ − = ≥ (6). 

При этом для уравнения (5) (0) (2 ), (0) (2 )Ф Ф Ф Фπ π′ ′= = . Эти условия выражают 

тот факт, что значения функции ( )Ф ϕ повторяются через 2π , т.е. находятся 

периодические решения. 

Шаг 2.  Решаем задачу Штурма-Лиувилля: 

                          
2 0Ф Фλ′′ + ⋅ = (5) , (0) (2 ), (0) (2 )Ф Ф Ф Фπ π′ ′= = . 

Пусть 0λ > . Тогда из характеристического уравнения 2 2 0k λ+ =  находим 

1,2k iλ= ±  и общее решение запишется в виде 1 2( ) cos sinФ C Cϕ λϕ λϕ= ⋅ + ⋅ .  

Учитывая, что 1 2( ) sin cosФ C Cϕ λ λϕ λ λϕ′ = − ⋅ + ⋅  и начальные (краевые) условия 

(0) (2 ), (0) (2 )Ф Ф Ф Фπ π′ ′= = , получим систему уравнений  

                                 
( )

( )
1 2

1 2

cos 2 1 sin 2 0

sin 2 cos 2 1 0

C C

C C

πλ πλ
πλ πλ

⋅ − + ⋅ =
− ⋅ + ⋅ − =

 (7).   

Так как система (7) однородна, то для существования ненулевого решения 

необходимо, чтобы её определитель равнялся нулю, т.е. 

                               
cos 2 1 sin 2

0 cos 2 1 ( 1,2,...)
sin 2 cos 2 1 n n n

πλ πλ
πλ λ

πλ πλ
−

= ⇒ = ⇒ = =
− −

  

Чтобы найти постоянные 1C  и 2C , подставим найденные значения в систему 

(7), в результате получим тождество 0 0≡ . Это значит, что в качестве реше-

ний системы (7) можно взять любые значения 1C  и 2C , причём они будут ме-

няться вместе с параметром n nλ =  и поэтому решение задачи (5) можно запи-

сать в виде: 

                                 ( ) cos sin , 1,2,...n n nФ A n B n nϕ ϕ ϕ= ⋅ + ⋅ = (8). 

Пусть 0λ = . В этом случае задача принимает вид: 

                          0Ф′′ =  , (0) (2 ), (0) (2 )Ф Ф Ф Фπ π′ ′= = . 

Общее решение уравнения 0Ф′′ =  имеет вид 0 0( )Ф A Bϕ ϕ= + ⋅ , тогда 

                 0 0 0 0( ) , ( )Ф B Ф B d B Aϕ ϕ ϕ ϕ′ = = = ⋅ +∫ .  



Чтобы удовлетворить условиям периодичности, необходимо принять 0 0B = . 

В качестве решения остается константа 0 0( )Ф Aϕ = . Таким образом, 

0 0( )Ф Aϕ =  и ( ) cos sin , 1,2,...n n nФ A n B n nϕ ϕ ϕ= ⋅ + ⋅ =  (9). 

Шаг 3.  Решим задачу 2 2 0 ( 0)R R Rρ ρ λ λ′′ ′+ − = ≥  (6). Это уравнение Эйлера. 

При 0λ >  оно  имеет решение ( )R C Dλ λρ ρ ρ −= ⋅ + ⋅ .  

При  0λ =  уравнение  Эйлера принимает вид 2 0R Rρ ρ′′ ′+ = . Это обыкновен-

ное дифференциальное уравнение второго порядка, допускающее понижение 

порядка. С помощью замены ( )R z ρ′ =  оно приводится к уравнению с разде-

ляющимися переменными 0z zρ ′⋅ + = , общее решение которого будет иметь 

вид lnR C Dρ= ⋅ + .  

Так как уравнения (5) и (6) должны решаться при одних и тех же значениях 

λ  ( ), 0,1,2,...n nλ = = , то 

             ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0ln 0 , 1,2,...n n
n n nR C D n R C D nρ ρ ρ ρ ρ −= ⋅ + = = ⋅ + ⋅ =  (10). 

Шаг 4.  Решения задач (5) и (6) , представленные формулами (9) и (10) запи-

шем парами для каждого номера  0,1,2,...n =  :  

                                     ( )0 0 0 0 00, ln , ( )n R C D Ф Aρ ρ ϕ= = ⋅ + =  

                                    ( )0, n n
n n nn R C Dρ ρ ρ −> = ⋅ + ⋅ , ( ) cos sinn n nФ A n B nϕ ϕ ϕ= ⋅ + ⋅ . 

Легко проверить, что попарные произведения выписанных функций являют-

ся частными решениями уравнения Лапласа в кольце. Запишем их в виде:  

                                     ( )0 0 00, , lnn u a bρ ϕ ρ= = + ⋅  

                     ( ) ( ) ( )0, , cos sinn n n n
n n n n nn u a b n c d nρ ϕ ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ− −> = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅       (11). 

Так как уравнение линейно, то сумма всех частных решений (11) является 

общим решением уравнения Лапласа в кольце при условии сходимости по-

лученного ряда:  

     ( ) ( ) ( )0 0
1

, ln cos sinn n n n
n n n n

n

u a b a b n c d nρ ϕ ρ ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ
∞

− −

=
= + + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅∑    (14). 

Решение (14) является обобщённым решением уравнения Лапласа в кольце. 

Замечание.  



Вопрос о сходимости ряда (14) в каждом конкретном случае решается допол-

нительно. Если  же ограничиться конечными суммами частных решений, то 

рассуждения о сходимости отпадают. Каждая конечная сумма является клас-

сическим решением уравнения Лапласа в предельном кольце 

{ }0 , 0 2K ρ ϕ π= < < ∞ ≤ < , так как допускает непрерывные вторые частные про-

изводные. Например, классическое решение задачи задаёт функция: 

                                             ( ) 3
5

2
, ln 4 cos3 sin 5u ρ ϕ ρ ρ ϕ ϕ

ρ
= + ⋅ − ⋅ . 

Задача Дирихле для уравнения Лапласа в кольце имеет вид: 

                              1 22
0, , 0 2

u u
u R Rρ ϕϕ

ρρ ρ ϕ π
ρ ρ

+ + = < < ≤ <  (15) 

                                
1

2

( )

( )

R

R

u f

u g

ρ

ρ

ϕ

ϕ
=

=

=

=  

Общее решение имеет вид:  

    ( ) ( ) ( )0 0
1

, ln cos sinn n n n
n n n n

n

u a b a b n c d nρ ϕ ρ ρ ρ ϕ ρ ρ ϕ
∞

− −

=
= + + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅∑   (16). 

Подставим в этот ряд значение 1Rρ =  и результат приравняем функции ( )f ϕ : 

       ( ) ( ) ( )0 0 1 1 1 1 1
1

ln cos sinn n n n
n n n n

n

f a b R a R b R n c R d R nϕ ϕ ϕ
∞

− −

=
= + + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅∑ . 

Запишем разложение функции ( )f ϕ  в ряд Фурье:  

                     ( ) 0
1

cos sinc s
n n

n

f f f n f nϕ ϕ ϕ
∞

=
= + ⋅ + ⋅∑ . 

Так как разложение функции в ряд Фурье единственно, то коэффициенты 

этих двух разложений должны совпадать, т.е.  

                                       

2

0 0 0 1

0

1
ln ( )

2
f a b R f d

π

ϕ ϕ
π

= + = ∫  

                                       

2

1 1

0

1
( ) cosc n n

n n nf a R b R f n d
π

ϕ ϕ ϕ
π

−= ⋅ + ⋅ = ⋅∫  

                                      

2

1 1

0

1
( ) sin , 1,2,...s n n

n n nf c R d R f n d n
π

ϕ ϕ ϕ
π

−= ⋅ + ⋅ = ⋅ =∫    (16). 



Аналогично, подставляя значение 2Rρ =  и приравнивая результат функции 

( )g ϕ , получим:  

        ( ) ( ) ( )0 0 2 2 2 2 2
1

ln cos sinn n n n
n n n n

n

g a b R a R b R n c R d R nϕ ϕ ϕ
∞

− −

=
= + + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅∑ . 

Используя разложение функции ( )g ϕ  в ряд Фурье  

                               ( ) 0
1

cos sinc s
n n

n

g g g n g nϕ ϕ ϕ
∞

=

= + ⋅ + ⋅∑ ,  

можем записать:  

                                

2

0 0 0 2

0

1
ln ( )

2
g a b R g d

π

ϕ ϕ
π

= + = ∫  

                                

2

2 2

0

1
( ) cosc n n

n n ng a R b R g n d
π

ϕ ϕ ϕ
π

−= ⋅ + ⋅ = ⋅∫  

                                  

2

2 2

0

1
( ) sin , 1,2,...s n n

n n ng c R d R g n d n
π

ϕ ϕ ϕ
π

−= ⋅ + ⋅ = ⋅ =∫  (17). 

Уравнения (16) и (17) должны решаться совместно, поэтому их удобно объе-

динить в следующие пары: 

                                                        
0 0 1 0

0 0 2 0

ln

ln

a b R f

a b R g

+ =
 + =

                  (18) 

                                                        
1 1

2 2

n n c
n n n

n n c
n n n

a R b R f

a R b R g

−

−

 ⋅ + ⋅ =
 ⋅ + ⋅ =

         (19) 

                                                        
1 1

2 2

n n s
n n n

n n s
n n n

c R d R f

c R d R g

−

−

 ⋅ + ⋅ =
 ⋅ + ⋅ =

       (20). 

Замечание. Для того чтобы решить методом Фурье задачу Дирихле для урав-

нения Лапласа в кольце, надо вычислить коэффициенты Фурье для функций 

f  и g , считая их определёнными на интервале 0 2ϕ π≤ < , затем решить сис-

темы уравнений (18)-(20) и найденные значения коэффициентов , , ,n n n na b c d   

подставить в общее решение (16). 

Пример. Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа в кольце: 

                              0,1 2, 0 2xx yyu u ρ ϕ π+ = < < ≤ <  



                                

2

1

2

2

2cos

4sin

u

u

ρ

ρ

ϕ

ϕ
=

=

=

=
 

Решение.  

Так как 2 2( ) 2cos 1 cos 2 , ( ) 4sin 2 2cos 2f gϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= = + = = − , то коэффициенты 

Фурье можно записать следующим образом:  

                            
0 2

0 2

1, 1, 0 ( 1,3,4,...), 0 ( 1,2,3,...)

2, 2, 0 ( 1,3,4,...), 0 ( 1,2,3,...)

c c s
n n

c c s
n n

f f f n f n

g g g n g n

= = = = = =

= = − = = = =
. 

Системы уравнений (18)-(20) запишутся в виде: 

                                   
0 0

0 0
0 0

ln1 1 1
0, 1,

ln 2 2 ln 2

a b
n a b

a b

+ =
= ⇒ = = + =

 

                                   
2 2

2 22 2
2 2

1 3 8
2, ,

2 2 2 5 5

a b
n a b

a b −

+ =
= ⇒ = − = ⋅ + ⋅ = −

 

Подставим коэффициенты в решение (14): 

                                   ( ) 2
2

ln 1 8
, 1 3 cos 2

ln 2 5
u

ρρ ϕ ρ ϕ
ρ

 = + + − 
 

. 

Ответ: ( ) 2
2

ln 1 8
, 1 3 cos 2

ln 2 5
u

ρρ ϕ ρ ϕ
ρ

 = + + − 
 

. 

 

§7. Метод Даламбера. 

Рассмотрим задачу о свободных колебаниях неограниченной струны, т. е. мы 

должны решить следующую задачу (задача Коши): 

2 , , 0,tt xx

T
u a u x t a

ρ
= ⋅ − ∞ < < ∞ > =       (1) 

          ( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu x f x u x xϕ= =                              (2) 

Шаг 1. Приведем уравнение (1) к каноническому виду. Для этого составим 

характеристическое уравнение и найдем характеристики: 

               
2 2( ) 1 0a t′⋅ − =  

               1 2,x at C x at C− = + = . 



Вводя новые переменные ,x at x atξ η= − = + , получим канонический вид 

уравнения (1):  

                                 0uξη =      (3) 

Шаг 2. Уравнение (3) решается двумя последовательными интегрирования-

ми. Проинтегрируем равенство (3) по переменной η : 

                 0
uξ

η
∂

=
∂

   ⇒   0
u

dξ η
η

∂
=

∂∫   ⇒  ( )u Cξ ξ=  - произвольная функция от ξ . 

Проинтегрируем равенство ( )u Cξ ξ=  по переменной ξ : 

1( ) ( ) ( )u d C d u C d Cξ ξ ξ ξ ξ ξ η= ⇒ = +∫ ∫ ∫ , где 1( )C η - произвольная функция. 

Тогда общее решение будет иметь вид: 

              1 2( , ) ( ) ( )u C Cξ η η ξ= +  (4)   , где 2( ) ( )C d Cξ ξ ξ=∫ - произвольная функция. 

Шаг 3. Вернемся к исходным переменным ( , )x t , получим: 

                                        1 2( , ) ( ) ( )u x t C x at C x at= + + −   (5). 

Полученное решение (5), зависящее от двух произвольных функций называ-

ется решением Даламбера. 

Выясним физический смысл решения (5). Рассмотрим в отдельности функ-

ции 1( )C x at+  и 2( )C x at− . Начнем с функции 2( )C x at− , т.е. 1( ) 0C x at+ ≡  и смеще-

ние струны определяется формулой 2( , ) ( )u x t C x at= − . Предположим, что на-

блюдатель, выйдя в начальный момент времени 0t =  из точки струны x c= , 

передвигается в положительном направлении оси OX  со скоростью  a , т.е. 

его абсцисса меняется по закону x at C− = . Для такого наблюдателя смещение 

струны будет оставаться все время постоянным, равным 2( )C C . Само явление, 

которое описывается функцией 2( , ) ( )u x t C x at= − , называется распространени-

ем прямой волны. Таким образом, решение 2( , ) ( )u x t C x at= −  представляет пря-

мую волну, которая распространяется в положительном направлении оси OX  

со скоростью  a . Аналогично, решение 1( , ) ( )u x t C x at= +  представляет обрат-

ную волну, которая распространяется в отрицательном направлении оси OX  



со скоростью  a . Таким образом, решение (5) является суммой прямой и об-

ратной волн. 

Шаг 4. Определим функции 1C  и 2C  таким образом, чтобы удовлетворялись 

начальные условия (2): 

               1 2( ,0) ( ) ( ) ( )u x C x C x f x= + = . 

               1 2( ) ( )tu a C x at a C x at′ ′= ⋅ + − ⋅ −   1 2( ,0) ( ) ( ) ( )tu x a C x a C x xϕ′ ′⇒ = ⋅ − ⋅ = . 

Таким образом, получаем систему уравнений: 

                 
1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

C x C x f x

a C x a C x xϕ

+ =
 ′ ′⋅ − ⋅ =

    (6) . 

Проинтегрируем второе равенство на отрезке [ ]0,x , получим: 

             1 2

0 0 0

( ) ( ) ( )
x x x

a C x dx C x dx z dzϕ
 ′ ′− = 
 
∫ ∫ ∫  

            1 20 0
0

1
( ) ( ) ( )

x
x x

C x C x z dz
a

ϕ− = ∫  

            1 2 1 2

0

1
( ) ( ) ( ) ( (0) (0))

x

C x C x z dz C C
a

ϕ− = + −∫ . 

Учитывая полученное равенство, систему (6) можно записать в виде: 

            

1 2

1 2

0

( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( )

x

C x C x f x

C x C x z dz C
a

ϕ

+ =

 − = +


∫
   . 

Из системы находим функции 1( )C x и 2( )C x : 

           1

0

1 1
( ) ( ) ( )

2

x

C x f x z dz C
a

ϕ
 

= + + 
 

∫  

           2

0

1 1
( ) ( ) ( )

2

x

C x f x z dz C
a

ϕ
 

= − − 
 

∫ . 

Подставим найденные значения 1( )C x  и  2( )C x  в решение (5), тогда: 

1 2

0 0

1 1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

x at x at

u x t C x at C x at f x at z dz C f x at z dz C
a a

ϕ ϕ
+ −   

= + + − = + + + + − − −   
   

∫ ∫  

или 

                        

0 0

1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

x at x at

u x t f x at f x at z dz z dz
a

ϕ ϕ
+ −  

= + + − + −   
  
∫ ∫ . 



Поменяв местами пределы интегрирования во втором интеграле, получим 

решение исходной задачи в виде: 

                        ( )1 1
( , ) ( ) ( ) ( )

2 2

x at

x at

u x t f x at f x at z dz
a

ϕ
+

−

= + + − + ∫    (7). 

Формула  (7) называется решением (формулой) Даламбера задачи Коши для 

уравнения колебаний струны.  

Замечание.  

Формула (7) дает обычное (классическое) решение задачи (1),(2) только при 

условии, что функция ( )f x  имеет непрерывные  производные до второго по-

рядка включительно, а функция ( )xϕ - до первого. 

 При решении конкретных физических задач может оказаться, что функции 

( )f x и ( )xϕ  не удовлетворяют указанным условиям и тогда нельзя утверждать, 

что существует решение задачи Коши. 

Определение 1. Обобщенным решением задачи Коши для уравнения (1) с на-

чальными условиями (2) называется функция ( , )u x t , которая является преде-

лом равномерно сходящейся последовательности решений ( , )nu x t  уравнения 

(1) при начальных условиях ( ,0) ( ), ( ,0) ( )n n
n t nu x f x u x xϕ= = .  При этом  последо-

вательность функций  ( )nf x , имеющих непрерывные вторые производные, 

сходится равномерно к ( )f x , а последовательность функций ( )n xϕ , имеющих 

непрерывные первые производные, сходится равномерно к ( )xϕ .  

Можно доказать существование и единственность обобщенного решения за-

дачи Коши для уравнения (1) при любых непрерывных функциях ( )f x  и  ( )xϕ . 

Это обобщенное решение  также определяется формулой (7).  

Пример 1. 

Найти решение задачи Коши: 2
tt xxu a u= ⋅  если ( ;0) sin , ( ;0) 1tu x x u x= = . 

Решение: 

По формуле (7) можем записать: 

( )1 1 1
( , ) sin( ) sin( ) sin cos sin cos

2 2 2

x atx at

x atx at

u x t x at x at dz x at z x at t
a a

++

−−

= + + − + = ⋅ + ⋅ = ⋅ +∫ . 



Ответ: ( , ) sin cosu x t x at t= ⋅ +  

Пример 2. 

Найти форму струны, определяемой уравнением 2
tt xxu a u= ⋅  в момент 2

3
t

a

π= , 

если ( ;0) cos , ( ;0) 1tu x x u x= = . 

Решение: 

По формуле (7) можем записать: 

( )1 1 1
( , ) cos( ) cos( ) cos cos cos cos

2 2 2

x atx at

x atx at

u x t x at x at dz x at z x at t
a a

++

−−

= + + − + = ⋅ + ⋅ = ⋅ +∫ . 

Тогда  

2 2 2 2 1
, cos cos cos
3 3 3 3 2

u x x a x
a a a a

π π π π   = ⋅ ⋅ + = −   
   

. 

Ответ: 2 1
cos

3 2
x

a

π − . 

 

§8. Метод продолжений (частные случаи метода Даламбера). 

Метод Даламбера можно применить и для решения краевых задач для волно-

вого уравнения на полупрямой. 

Первая краевая задача для волнового уравнения на полупрямой с однород-

ным краевым условием (струна закреплена в точке 0x = ) имеет вид: 
2 , 0, 0tt xxu a u x t= ⋅ > >                               (1) 

          ( )(0, ) 0 0 , ( ,0) ( ), ( ,0) ( )tu t t u x f x u x xϕ= > = =    (2) 

Решение задачи сведём к предыдущему случаю. Для этого доопределим не-

чётным образом функции ( )f x  и ( )xϕ  на всей прямой, задав новые функции 

                     
( ), 0

( )
( ), 0

f x x
F x

f x x

≥
= − − <

 и 

( ), 0
( )

( ), 0

x x
Ф x

x x

ϕ
ϕ

≥
= − − <

. 

Рассмотрим модифицированную задачу Коши:  
2 , , 0tt xxU a U x t= ⋅ − ∞ < < ∞ >        

          ( ,0) ( ), ( ,0) ( )tU x F x U x Ф x= = . 

Её решение находится по формуле Даламбера 



             ( )1 1
( , ) ( ) ( ) ( )

2 2

x at

x at

U x t F x at F x at Ф z dz
a

+

−

= + + − + ∫ . 

Покажем, что при 0, 0x t≥ ≥ ( , ) ( , )u x t U x t= .  

Действительно, в этом случае  

            ( ) ( )1 1 1
(0, ) (0, ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 2 2

at

at

u t U t F at F at Ф z dz F at F at
a −

= = + − + = − =∫ . 

Таким образом, условия (1)-(2) выполняются, а значит функция ( , )U x t  явля-

ется решением первой краевой задачи.  

Выразим функции ( )F x  и ( )Ф x  через ( )f x  и ( )xϕ соответственно: 

при 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),

F x at f x at

x at F x at f x at

Ф z z x at y x atϕ

+ = +
≥ − = −
 = − ≤ ≤ +

 

при 
( ) ( )

( ) ( ( ))

( ) ( ),

F x at f x at

x at F x at f x at

Ф z z x at y x atϕ

+ = +
< − = − − −
 = − − − ≤ ≤ +

 

Кроме того, при x at<   

                       

{ }

0 0

0 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x at x at x at

x at x at x at

x at x at

at x at x

Ф z dz Ф z dz Ф z dz z dz z dz

пусть z z z dz z dz z dz

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

+ + +

− − −

+ +

− −

= + = − + =

= − = = + =

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

Тогда общая формула будет иметь вид: 

               

( )

( )

1 1
( ) ( ) ( ) ,

2 2
( , )

1 1
( ) ( ) ( ) ,

2 2

x at

x at

x at

at x

f x at f x at z dz x at
a

u x t

f x at f at x z dz x at
a

ϕ

ϕ

+

−

+

−


+ + − + ≥

= 
 + − − + <


∫

∫
    (3). 

Вторая краевая задача для волнового уравнения на полупрямой с однород-

ным краевым условием (для свободного конца струны в точке 0x = ) имеет 

вид: 
2 , 0, 0tt xxu a u x t= ⋅ > >                              (4) 

          ( )(0, ) 0 0 , ( ,0) ( ), ( ,0) ( )x tu t t u x f x u x xϕ= ≥ = =    (5) 



Так же, как и в предыдущем случае доопределим функции ( )f x  и ( )xϕ  на всей 

прямой, но чётным образом: 

        
( ), 0

( )
( ), 0

f x x
F x

f x x

≥
=  − <

 и 

( ), 0
( )

( ), 0

x x
Ф x

x x

ϕ
ϕ

≥
=  − <

. 

Новая задача Коши и решение для неё по формуле Даламбера выглядят так 

же, как и в предыдущем случае: 

                           ( )1 1
( , ) ( ) ( ) ( )

2 2

x at

x at

U x t F x at F x at Ф z dz
a

+

−

= + + − + ∫ . 

Покажем, что при 0, 0x t≥ ≥ ( , ) ( , )u x t U x t= .  

Действительно, в этом случае, дифференцируя формулу Даламбера и учиты-

вая, что у чётной функции производная нечётна, можем записать:  

            ( ) ( )1 1
(0, ) (0, ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 2x xu t U t F at F at Ф at Ф at
a

′ ′= = + − + − − = . 

Таким образом, условия (4)-(5) выполняются, а значит функция ( , )U x t  явля-

ется решением второй краевой задачи.  

Общая формула будет иметь вид: 

      

( )

( )
0 0

1 1
( ) ( ) ( ) ,

2 2
( , )

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ,

2 2 2

x at

x at

x at at x

f x at f x at z dz x at
a

u x t

f x at f at x z dz z dz x at
a a

ϕ

ϕ ϕ

+

−
+ −


+ + − + ≥

= 
 + + − + + <


∫

∫ ∫
    (6) 

 

Пример. 

Найти решение задачи Дирихле на полупрямой  

                             

2

2

2

( ,0)

( ,0) sin

(0, ) 0

0 ,

tt xx

t

u a u

u x x

u x x

u t

x t

 = ⋅


=
 =
 =


< < ∞


  

Решение:  

Решаем задачу методом продолжений (формула (3)), учитывая, что 

2 2( ) , ( ) sinf x x x xϕ= = : 



                        

( )

2 2
2

2 2
2

22

( ) ( ) 1
sin ,

2 2
( , )

( ) ( ) 1
sin ,

2 2

2 2 1 1
(1 cos 2 ) ,

2 2 2

4 1 1
(1 cos 2 ) ,

2 2 2

x at

x at

x at

at x

x at

x at

x at

at x

x at x at
zdz x at

a
u x t

x at at x
zdz x at

a

x at
z dz x at

a

atx
z dz x at

a

+

−

+

−

+

−

+

−

 + + − + ≥
= =

+ − − + <


 +
+ ⋅ − ≥

= =
 + ⋅ − <


∫

∫

∫

∫

 

                          

( ) ( )

( )

( )

22

22

1 1
sin 2( ) sin 2( ) ,

2 4

1 1
2 sin 2( ) sin 2( ) ,

2 4

cos 2 sin 2
,

2 4
sin 2 cos 2

2 ,
2 4

x at at x at x at x at
a

atx x x at at x x at
a

t x at
x at x at

a
x x at

atx x at
a a

  + + − + − − ≥ 
  = =

  + − + − − <   

⋅ + + − ≥=  ⋅ + − <


 

Ответ: 
( )22 cos 2 sin 2

,
2 4( , )

sin 2 cos 2
2 ,

2 4

t x at
x at x at

au x t
x x at

atx x at
a a

⋅ + + − ≥=  ⋅ + − <


 

                       Задания для самостоятельной работы. 

1. Найти собственные значения и собственные функции следующих за-

дач: 

1.1. 0, (0) ( ) 0y y y y lλ′′ ′ ′− ⋅ = = =  

1.2. 0, (0) ( ) 0y y y y lλ′′ ′− ⋅ = = =  

1.3. 0, (0) ( ) 0y y y y lλ′′ ′− ⋅ = = =  

1.4. 0, ( ) 0
2

y y y y
πλ π ′′ ′+ ⋅ = = = 
 

 

1.5. 0, (1) (2) 0y y y yλ′′ ′+ ⋅ = = =  

     2. 

2.1. Найти отклонение ( , )u x t  от положения равновесия закрепленной 



на концах 0x =  и x l=  однородной горизонтальной струны, если в 

начальный момент времени струна имела форму 1 3
sin

8

x

l

π
,  а на-

чальные скорости отсутствовали. 

2.2. Найти отклонение ( , )u x t  от положения равновесия закрепленной 

на концах 0x =  и x l=  однородной горизонтальной струны, если в 

начальный момент точки струны находились в положении равно-

весия и ей была придана начальная скорость 
1 5

sin
3

x

l

π . 

2.3. Найти отклонение ( , )u x t  от положения равновесия закрепленной 

на конце x l=  однородной горизонтальной струны, левый конец 

которой при 0x =  перемещается так, что касательная к струне ос-

тается горизонтальной, если в начальный момент времени струна 

имела форму 
1 3

cos
9 2

x

l

π
, а начальная скорость отсутствовала. 

2.4. Найти отклонение ( , )u x t  от положения равновесия закрепленной 

на конце 0x =  однородной горизонтальной струны, правый конец 

которой при x l=  перемещается так, что касательная к струне ос-

тается горизонтальной, если в начальный момент времени струна 

имела форму 
1 11 4

sin cos
15 2 2

x x

l l

π π⋅ , а начальная скорость отсутство-

вала. 

2.5. Найти отклонение ( , )u x t  от положения равновесия закрепленной 

на концах 0x =  и x l=  однородной горизонтальной струны, если в 

начальный момент точки струны находились в положении равно-

весия и ей была придана начальная скорость 
1 2

sin
3

x

l

π . 

3. Найти решение ( , )u x t  первой  начально-краевой задачи для уравнения 

теплопроводности на отрезке: 

3.1.  ,0 2, 0t xxu u x t= < < > , (0, ) (2, ) 0u t u t= = ,  
2, 0 1

( ,0)
2 ,1 2

x x
u x

x x

 ≤ ≤
=  − < ≤

. 



3.2.   25 ,0 8, 0t xxu u x t= ⋅ < < > , (0, ) (8, ) 0u t u t= = ,  

2

, 0 4
( ,0) 4

8 , 4 8

x
x

u x

x x


≤ ≤= 

 − < ≤

. 

3.3. 9 ,0 2, 0t xxu u x t= ⋅ < < > , (0, ) (2, ) 0u t u t= = ,  
2, 0 1

( ,0)
2 ,1 2

x x
u x

x x

 ≤ ≤
=  − < ≤

. 

3.4. 4 ,0 4, 0t xxu u x t= ⋅ < < > , (0, ) (4, ) 0u t u t= = ,  

2

, 0 2
( ,0) 2

4 , 2 4

x
x

u x

x x


≤ ≤= 

 − < ≤

. 

3.5. ,0 10, 0t xxu u x t= < < > , (0, ) (10, ) 0u t u t= = ,  

2

, 0 5
( ,0) 5

10 , 5 10

x
x

u x

x x


≤ ≤= 

 − < ≤

. 

4. Найти решение Задачи Дирихле для уравнения Лапласа в круге:  

4.1. ( )2

2
0, 0 2, 0 2xx yy r

u u r u ϕ ϕ ϕ π
=

+ = ≤ < = − ≤ <  

4.2. ( )2

1
0, 0 1, 0 2xx yy r

u u r u ϕ ϕ π
=

+ = ≤ < = ≤ <  

4.3. ( )2

2
0, 0 2, 5 0 2xx yy r

u u r u ϕ ϕ ϕ π
=

+ = ≤ < = − ≤ <  

4.4. ( )2

3
0, 0 3, 2 7 0 2xx yy r

u u r u ϕ ϕ π
=

+ = ≤ < = − + ≤ <  

4.5. ( )2

3
0, 0 3, 2 0 2xx yy r

u u r u ϕ ϕ ϕ π
=

+ = ≤ < = + ≤ <  

5. Найти решение задачи Коши: 

5.1. 
2

2( ;0) , ( ;0) 1
tt xx

t

u a u

u x x u x

 = ⋅
 = =

 

5.2. 
( ;0) , ( ;0)

tt xx

t

u u

u x x u x x

=
 = = −

 

5.3. 

2

2

1
( ;0) , ( ;0)

tt xx

t

u a u

x
u x u x

a x

 = ⋅



= =


 

5.4. 
2

2( ;0) , ( ;0) cos
tt xx

t

u a u

u x x u x x

 = ⋅
 = =

 

5.5. 

2

cos
( ;0) , ( ;0) cos

tt xx

t

u a u

x
u x u x x x

a

 = ⋅



= = ⋅


 

6. Решите задачи на полупрямой:  



6.1. , 0, 0tt xxu u x t= > >     

              (0, ) 0 , ( ,0) , ( ,0) 1tu t u x x u x= = =    

6.2. 9 , 0, 0tt xxu u x t= ⋅ > >  

(0, ) 0 , ( ,0) , ( ,0) sinx tu t u x x u x x= = =  

6.3. , 0, 0tt xxu u x t= > >  

( ,0) cos , ( ,0) 1, (0, ) 0t xu x t u x u t= = =  

6.4. 
1

, 0, 0
25tt xxu u x t= > >  

(0, ) 0 , ( ,0) 0, ( ,0) sinx tu t u x u x x= = =  

6.5. 4 , 0, 0tt xxu u x t= > >  

2

2
(0, ) 0 , ( ,0) , ( ,0) 0

1 t

x
u t u x u x

x
= = =

+
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